I. megoldas. a) Legyen a pontok helyzete egy tetszés szerinti id6pontban Ay, By, az AB és A; By szakasz felezs-
pontja F, ill. F}. Ekkor OA; = OA, OB; 2 OB, és — a koz0s sebesség allando, vagy tetszés szerint valtozo voltatol
fiiggetleniil — a megtett utak egyenlék: AA; = BBj, és igy a pontok O-t6l mért tavolsagainak kiillonbsége barmely
helyzetben OB; — OA; = (OB + BBy) — (OA + AA;) = OB — OA, allando6. (A két sebességnek természetesen csak
az abszolut értékét tekintjiik.) Ezért — miutan az egyik pont helyzetét a megfelel§ szogszaron megvalasztottuk — meg-
szerkeszthetjiik a masik pont ugyanazon idépontbeli helyzetét a masik szaron. Néhany helyzetparhoz megszerkesztve
Fi-et, ezek egy az F-bol kiinduld félegyenesen sorakoznak, és ugy latszik, hogy a félegyenes parhuzamos az AOB sz0g
f felezGjével. Ezt fogjuk bizonyitani.

OA = OB esetén A a B tiikorképe f-re, igy A; és B is tiikkros pontpar, F', Fy rajta van f-en, és Fy az f-nek F-t6l
tavolodo félegyenesét irja le.

0 A I Af ’; 1. dbra

Ennek alapjan konnyen bizonyithatjuk allitasunkat az OA < OB esetre (1. abra). Legyen B, Bj tiikorképe f-re T,
Ty, ekkor egyrészt

(1) ATy = ATy — AAy = AT\ — BB, = ATy, — TT) = AT,

vagyis A; allandé tavolsdgban koveti Th-et. Legyen még BT, BT felezGpontja G, ill. G1, ekkor, mint lattuk, G; az f-en
halad, G-bdl kiindulva és O-t6l tavolodva, hiszen az O B1 G derékszogi haromszog hasonlo O BG-hez, ésigy OB, = OB
miatt OG; 2 OG. Masrészt F1G1 a By A1Ty haromszognek A;Th-gyel, azaz O A-val parhuzamos kézépvonala, igy (1)
szerint fele akkora, mint AT, vagyis egyenlé F'G-vel, hiszen ez a BAT haromszog O A-val parhuzamos kozépvonala;
F1G, és FG ugyanezért iranyban is megegyeznek. Igy pedig GG F paralelogramma, F; valéban csak azon az e
félegyenesen lehet, amely f-nek GGy félegyenesébdSl GF irdanyu és nagysagu eltolassal all els, vagyis kezdSpontja F' és
pérhuzamos f-fel, amint allitottuk.

e minden F™* pontja hozzatartozik a mozgo pontok kozti szakasz felez6pontja altal leirt vonalhoz. Messe ugyanis az
OA-val F*-on at htzott parhuzamos f-et G*-ban, a G*-ban f-re allitott mersleges OB-t B*-ban, ekkor B* és a B*F*
altal OA-bol kimetszett A* a mozgd pontok F*-ot elGallitd helyzetei, mert B* f-re valo tiikorképét T*-gal jelolve
egyrészt B*T* =2 B*G* és F*G™ || A*T* miatt F* felezi A* B*-ot, masrészt OB* — OA™ = OT" — QA" = A*T™ =
2-F*G*=2-FG = AT = OT — OA = OB — OA tovabba OG* = OG miatt OB* =2 OB és OA* = OA, tehat a két
mozgd pont athalad B*-on, ill. A*-on, mégpedig ugyanabban a pillanatban.

Megjegyezziik végiil, hogy az AOB< = 180° kivételes esetben F) allandéan F-ben adédik.




b) Legyen AB-nek, A;Bi-nek els6 harmadolé pontja H, ill. H;. Ezek meghatarozasaban A; és B szerepe nem
egyenrangi, ezért nem nyilvanvald, hogy tehetiink-e megszoritast OA és OB nagysagviszonyara. A 2. dbran ismét
OA < OB, ehhez fiizziik megoldasunkat, de vazoltuk rajta a szakasz OB-hez kozelebbi K, K7 harmadold pontjat is
(hiszen igy A, B betiicserével OA > OB, és K az A-hoz kozelebbi harmadolopont). Az olvasé kénnyen belathatja,
hogy nincs kiilonbség H; és K; palyajanak, mértani helyének megallapitdsaban.

H; néhany helyzetének kijeldlése most is azt sejteti, hogy a keresett mértani hely egy a H-bol kiindul6 félegyenes.
— Tekintsiik ismét a B-bol indult pont tiikorképének mozgasat az AOB szog felezGjére (T, T1), és jeloljik ki BT-n
L-et, BiT1-en Lq-et ugy, hogy HL || H1L; | OA. Ekkor BH =2-HA, BiHy = 2- H1 Ay, valamint (1) miatt egyrészt
HL =2-AT/3 = 2- A1Th/3 = HiLy, kozos iranyuk OA, ezért LL;HyH paralelogramma. Méasrészt TL : TB =
AH : AB=1:3= A1H, : A1B; = T1 Ly : T1 B;. Eszerint L, L; a hasonl6 helyzetd OBT, OB1T1 haromszogek
O-val szemben levé oldalanak megfelels pontpéarja, tehat 6sszekots egyenesiik atmegy O-n, a hasonlésagi kozépponton.
Igy HH, mindig parhuzamos a mozgé pontok pillanatnyi helyzetétsl fiiggetlen OL irannyal, vagyis H; azon a h
félegyenesen mozog, amely H-bol indul és parhuzamos OL-lel (ugyanis OB; = OB miatt OL; = OL, tehat H;
tavolodik O-t0l).

Az a) részhez hasonléan meg lehet mutatni, hogy h barmely pontja harmadol egy olyan A; By szakaszt, melynek
végpontjai a mozgod pontok egyidejiien elfoglalt helyzetei; tehat a harmadolé pont mértani helye a h félegyenes. Ennek
megmutatasat az olvaséra hagyjuk.

AOB< = 180° esetén a mértani hely a H pont.
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Megjegyzés. Az OL egyenest azzal is jellemezhetjiik, hogy pontjaira nézve az OA, OB szartél mért tavolsdgok
ardnya az LTL', LBL", Ly Ty L, L1 B; L} hasonl6 derékszogii haromszogekb6l LL' : LL” = LT : LB = 1Ty : L1 By =
LiL} : L1L] =1 : 2. Ebben mutatkozik meg az a) résszel valé6 hasonlosag, ott ugyanis f pontjaira az is 4ll, hogy a két
tavolsadg aranya 1 : 1.

3. dbra

II. megoldas. a) Nagyitsuk ki F-et és Fi-et O-bol kétszeresére, mas szoval tekintsiik a BOA, BiOA; haromszoget
paralelogrammava kiegészité P, Py pontot (3. abra). Ekkor F/Fy az OPP; haromszog kozépvonala, tehat egyiranytan
parhuzamos PP;-gyel. Mésrészt az A1 P; és BP, valamint AP és By Py egyenes parok metszéspontjat As-vel, ill. By-vel
jelolve a PAy Py Bs paralelogramma rombusz, mert PAs = AA; = BBy = PBsy, ezért a PPy 4tlo felezi az A3 PBy
szoget, és igy parhuzamos a vele egyéllasua AOB szog f felezGjével. Eszerint Iy az F-bdl kiindulva f-fel parhuzamosan
mozog.

b) Az AB szakasz H harmadolo pountjat szerkeszthetjiik gy, hogy A-n és B-n at parhuzamos egyenespért vesziink —
legyen ez AO és az iménti BP —, ezekre A-t6l és B-t6l ellentétes iranyban felmériink egy szakaszt, ill. ennek kétszeresét:
AO, ill. BQ = 2-0A = 2 - BP, ekkor a végpontok OQ 06sszekots egyenese kimetszi H-t, mert a H BQ haromszog
H AO-nak kétszeres nagyitasa. Hasonloan B1Q1 = 2-OA; és B1Q1 || OA miatt OQ; a Hi-ben metszi A; Bi-et. Azt is
mondhatjuk, hogy A-t, Aj-et O-bodl kinagyitottuk a kétszeresére, és a kapott C, ill. Cy ponttal adodé COB, C10B;
haromszoget a Q, ill. Q, ponttal paralelogrammava egészitettiik ki. Igy egyszersmind QQ, a H H, szakasz 3-szoroséara,
nagyitottja az O kozéppontbol, tehat HHy || QQ1.

Jeloljiik a C1Q; és BQ, valamint CQ és B1Q; egyenes parok metszéspontjat Cp-vel, ill. Bj-vel, Q; vetiiletét BQ-n,
és CQ-n Q'-vel, ill. Q"-vel, igy a QC2Q1 B) paralelogramméban B,Q1 = CC; =2- AA; = 2- BBy = 2- (5Q1, és mivel



Q1Q'Cs és Q1Q" B hasonl6 derékszogti haromszogek, Q1Q" : Q1Q" =1 : 2. Eszerint Q1 ugy mozog; hogy az allando
@B, QC egyenesektsl mért tavolsadgainak ardnya 1 : 2, Hy pedig a H-bdl kiindulva QQ:-gyel parhuzamosan mozog.

(A QQ iranyt megadhatja pl. Az OBSR paralelogramma OS atloja is, ahol R az OA szaron van, és OR = 2-OB.
)

Mind F}, mind H; esetében az olvasdra bizzuk annak bizonyitasat, hogy a palya minden pontjat kiadja a mozgo
pontpar egy alkalmas helyzete.

Megjegyzés. Hasonloéan lehet megmutatni, hogy a mozgd pontpar kozti tavolsagot tetszés szerinti m : n ardnyban
oszt6 pont ugyancsak félegyenest ir le.



