Legyen az adott haromszog ABC, az adott belsé pont az AB = a oldalon P, a BC oldalon Q. El&irhatjuk, hogy
az els6 vagas P-bdl induljon ki; ennek egyik oldalan 1, a méasikon 2 résznek kell lennie, tehdt a haromszog ¢ teriiletét
1:2 ardnyban kell kettévagnia. Forgassunk egy félegyenest P koriil a PA helyzetbdl kiindulva, PC-n at a PB helyzetig
és tekintsiik a haromszogbdl a félegyenes két oldalara ess részek teriiletének ardnyat. Az A-t tartalmazoé rész teriilete
egyre ng, a masiké fogy, igy az ardny tetszés szerinti kicsiny (pozitiv) értéktdl tetszés szerinti nagy értékig minden
értéket felvesz, és csak egyszer, tehat az 1/2 és a 2/1 értéket is, igy els6 vagasként a félegyenes két helyzete felel meg.

E két helyzet az alabbiak szerint szerkeszthets.
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Legyenek az AB oldal harmadolo pontjai Hy, Hy gy, hogy AH, = HyHs = HsB. Huzzunk parhuzamost Hi-en
és Ho-n 4t a PC egyenessel, és messék ezek az AC'B torott vonaldarabot Pi-ben, ill. Py-ben. Ekkor PPy és PPy
a megfelels vagasok. Legyen ugyanis elGszor P az AB oldal egyik szélsé harmadan, mondjuk AH;-en, akkor Py, P
mindegyike C és B kozott adodik (esetleg P = C, ha ti. P = Hy), mert H1 Py és Ho P kiindulépontja P és B kozott
van (1. abra « része). A PBP,/\ teriilete t/3, a PBP;/A-é pedig 2t/3, mert az el6bbi egyenls a HyBC'A, az utobbi
a HiBCA teriiletével, ezeknek ABC-vel kozos az AB-re meréleges magassaguk, alapjuk pedig a/3, ill. 2a/3, és igy
teriiletiik ¢/3, ill. 2¢/3. Valoban, a PBP; és H;BC haromszogek (i = 1,2) H;BP; része kozos, és a H;P; egyenes
masik partjan levs részeik teriilete is egyenld, mert a H;P; alapjuk kozos, és erre merdleges magassaguk egyenls. Igy
a PPy Py teriilete is és az APP,C négyszOg teriilete is /3.

A PBP,/A-re adott bizonyitasunk akkor is érvényes, ha P a Hy Hy szakaszon van, mert Ps ilyenkor is BC-n adodik
(1. B &brarész). Ilyen esetben Py az AC-n van, és a PAP, A teriilete a H; ACA-ével egyenld, ez is t/3.

A talalt két vagasi lehetGség koziil szamunkra az lesz megfelels, amelyik a (Q masodik kiindul6é pontot a kettévagott
haromszog nagyobb részébe juttatja. A két vagas koziil legalabb az egyik ilyen; ha pedig igy mindkettd megfelel, akkor
PP, és PP, barmelyikét vehetjiik els6é vagasszakasznak. A kiszemelt vagas a haromszoget egy haromszogre és egy
(konvex) négyszogre vagja szét (vagy kivételesen 2 haromszogre, ha ti. P éppen Hi-ben vagy Ho-ben van). Igy mar
csak azt kell megmutatnunk, hogy haromszoget is, négyszoget is lehet két egyenld részre vagni a keriiletének adott
pontjabol kiindulé egyenes vagassal, hiszen @ keriileti pontja a levagott 2/3 résznek.

@ 5

&) 2. dbra

Legyen Q a DEF A DFE oldalanak pontja. Huzzunk parhuzamost a DFE oldal F; felez6pontjan at QF-fel, ez
metszi ki a haromszog keriiletébdl a vagas Q1 végpontjat (2. abra « része), mert F1Q1QA = F1Q1FA, QEQ1A =
FEFAN =DEF A /2.

Legyen Q a GHJK négyszog GH oldalan és messiik JK-t a G-n atmend, QK-val parhuzamos egyenessel G’'-ben,
valamint a H-n 4&tmend, Q.J-vel parhuzamos egyenessel H'-ben (2. 3 abrarész). A fentiekhez hasonléan lathato, hogy a
négyszog teriilete egyenls a QG H' A-ével, és hogy az utébbit megfelezi a G’ H' szakasz M felez6pontjat Q-val 6sszekitd
egyenes vagas, ami egyszersmind a négyszoget is felezi, amennyiben M a JK szakaszon adédik.



Az ellenkezs esetben valasszuk a bet(izést Ggy, hogy M a JH' szakaszra essék. Ekkor a QJKG négyszog teriilete
kisebb a GHJK négyszog teriiletének felénél, mert az utobbi a QM G’ A teriiletével egyenls, az elbbi pedig a QJG' A-
ével. Kiilonbségiik a QM JA. Ezzel egyenl§ teriiletet ugy vaghatunk le a GH J K négyszog tovabbi részébdl, a QH J /-
bél, hogy az M-en d&tmend, (QJ-vel parhuzamos egyenesnek HJ-vel vald6 N metszéspontjaba iranyitjuk a Q-bol kiinduld
vagast; igy ugyanis a QN JA teriilete egyenls a kiilonbozettel.

Minden lehetséges esetre eljarast adtunk a masodik vagas végpontjanak kijelolésére, a feladatot megoldottuk.

Amennyiben az elsé vagast Q-bol inditjuk el, lehetséges, hogy més két vagast kapunk. Ezt a kérdést azonban nem
vizsgaljuk, mert a feladat nem irja el a P, () pontparbodl lehetséges Osszes vagaspéarok elGallitasat.

Sehol nem hasznaltuk ki az ABC/A egyenl$ oldala voltat, sem P-nek és @Q-nak A, B, C-t6l, valamint egyméstol
kiilonbo6z6 voltat, igy eljarasunk barmely haromszog keriiletén barhogyan valasztott két kiindulasi vagaspont esetén
érvényes.
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