A feladat nem kivanta minden megfelel6 korharmas megszerkesztését, itt mégis vazoljuk az Gsszes megoldasokat,
de — hely hianyaban — a kolcsonds helyzet lehetdségeire vonatkozd megallapitasaink teljes atgondolasat egy-két példa
mintajara az olvasora kell biznunk. A k; kor kdzéppontjat O;-vel, sugarat r;-vel jeloljik, i = 1, 2, 3.

a) rész. Fekiidjék es az e1 és e kOz0tt. k1 és ko csak az eg-on tetszés szerint felvett T érintési pontjukban érinthetik
egymast, és T3-nak ej-en és ex-n levs vetiiletét Ti-gyel, ill. Th-vel jelolve ky csak a T3T5, ko pedig csak a T57) atmérs
folotti kor lehet. Ekkor a 1175 atmérs f6lotti kor megfelel ks-ként (1. a abra). Ha es kozelebb van pl. e;-hez, mint
e9-hoz, akkor més megoldés nincs, hiszen amennyiben egy az ej-et és es-t érinté k3 kor kiviilrsl érinti kq-et, akkor
érinti ki-nek a 1175 szakasz e felezd merdlegesére vett ki tiikorképét is, k] viszont a belsejében tartalmazza ko-t, és
érintkezési pontjuk nincs rajta a k3j-on, tehat ko nem érintheti k3-ot.
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Ha viszont eg azonos e-vel, akkor ksz-ra nyilvanvaloan tovabbi két lehetéség van, O5-t és O%-t az Oy koriili, O1 T}
sugara kor metszi ki eg-bol (1. b &bra).

b) rész. A szerkesztéseket ri és ro kiszamitasaval készitjiik els, rs-at véve egységnek. Oz a fenti e egyenesen
lesz. e3 és e az adatok abrajanak szimmetria-tengelyei, minden megfelel6 kérharmasnak ezekre vald tiikorképe is
megfelel§, megjegyezve, hogy az e-re vald tiikkrozés felcseréli eq és e, valamint ko és ki szerepét. Elég tehat azokat
a megoldasokat megkeresniink, amelyekben O; a 2. abra jobb f6ls6 e, es derékszogtartomanyaban van, vagyis az f
szogfelezd félegyenesen vagy az F'E szakaszon. Nem lehet O, az F-ben, tovabbéd E-ben sem, kiillénben nem lehetne k,
ko és ks harom kiilonb6z6 kor. Igy ki-nek nem lesz pontja e;-en, sem alatta, ezért ko csak ey folott, vagyis Os csak a
g és g’ félegyenesen lehet. — Az O és O, helyzetére megéllapitott 22 lehet&séget kombindlva 4 esetet kapunk.
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I eset. Legyen Op az f-en, Oy a g-n. Ekkor k; és k3 csak kiviilr6l érinthetik egymast Op-nek es-n levs Of
vetiiletében, ezért e L 0103 || e3 (3. abra). k1 a ko-vel is csak kiilsG érintkezésben allhat, O102 = r; + ro. Bels6
érintkezés esetében ugyanis O;1-nek ez-on levs O] vetiiletében érintkeznének, 010> merdleges lenne es-ra, ki a ko
belsejében lenne, hiszen ro = r; + 2 allana fenn; ezért ks is benne lenne ko-ben — kiilénben nem érinthetné ki-et —,
ennélfogva csak az ej-en érintkezhetnének, O203 mer6leges lenne e;-re, azaz parhuzamos lenne es-mal, ez viszont nem
allhatna fenn 0103 || e3 miatt. — Hasonloan ko és ks is csak kiviilrsl érintkezhetnek, 0203 = ro + 1.

Erintse ko az es-at Oh-ben, ej-et O5-ben, k3 az ej-et O4-ben, és legyen Os vetiilete az O10] egyenesen O, Ekkor
0104 = |ry —ral, és az 010,05 derékszogl haromszoghol az érintési pontok tavolsagéra:

(1) 0,02 = 0402 = 0,0% — 0/ 0 = (11 +12)° — (r1 — 12)” = dr179.
Mivel itt még O] 0% = |GO| — GO4| = |0501 — O5O4| = |r1 + 2 — 1o, azért

(2) (Tl +2—’I”2)2 :47"17"2.
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Masrészt (1)-ben r1 helyére r3 = l-et irva a ko, ks kor-par ej-en levs érintési pontjainak téavolsdgara kapunk
egyenletet:

(3) OLOY =dry, és 0404 = 0,0 miatt (r —12)° = 4.
Vonjuk ki (3) 2-szeresébdl (2)-t; az egyenlet igy alakithato:
(r1 + T2)2 —4(r1+1r)—4=0, ésinnen 71 +71r9=2+% 2V/2.
A negativ érték azonban feladatunkban nem hasznalhato; igy ro = 2 + W2 — 1 alapjan (3)-bol
r?2 (1 n 2\/5) r1+1=0, amib6l

(4) 7’1—<1+2\/§:|:\/5—|—4\/§)/2, rg_(3+2\/§¢\/5+4\/§)/2.

Mindkét megoldasban 71 és ro pozitiv, megfelelsk. (A kisebb 7 esetében adodo korharmas az abran k7, k3, k3.)

JT=IE \
I¥e
03 T 01 f
(Y
e ) ) ke
/ ~
& g J\
e /’/ NE
a
// L 03
e
/k/ N k
b——// * \\\J._‘/';/
& 4. dbra

II. eset. Legyen O; az f-en, O3 a g'—n. Ekkor ki és ko két oldalrdl érintik es-at, ro = r1 + 2, ko és k3 is kiviilrsl
érintkeznek (4. abra). Az 010203 derékszogl haromszogbdl, majd ro-t kikiisz6bolve

(r1 +3)2 = (2r1 +2)° + (11 +1)* = 5(r +1)%,
r+3=+VE(r +1), 1= (\/5—1)/2, ry = (\/5+3)/2.



III. eset. Legyen O; az F'E szakaszon, Oz a g-n. Tekintsiik el6szor az olyan korharmasokat, amelyekben van belsd
érintkezés. Két ilyen helyzetd kor koziil a bels6t is harmadik koriink csak gy érintheti, ha maga is benne van a kiilsé
korben, de nincs benne a bels6ben. ElGirasunk szerint 1 < 1 = r3, ezért k1 csak bels6 kor lehet.

Ha még ro < 1, akkor k3 is a ks-ban van. Ekkor r; = ry, mert kj-nek es-n és ko-nek ej-en levd érintési pontjat
0sszekots egyenes merdleges ep-re, tehat parhuzamos es-mal, hiszen ezek egyben ks érintési pontjai. Tovabba ki és ko
kiils6 érintkezése miatt 211 + 2ry = 2, és igy 1 = 1o = 1/2. (Lasd az 1. abra b) részén a ki, ko, ks kérharmast, ha az
ottani ez helyett a vazolt e} egyenest vessziik. Igy k3 helyett az abra k} és kj kore is megfelels harmast ad k;-gyel és
ko-vel tsszekapcsolva. Mutassa meg az olvaso, hogy nincs més olyan megoldas, melyben r = ry.)
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Ha pedig ro > 1, akkor ks zarja magaba ki-et és ks-at (5. abra). Ekkor ro = 2 — 1, 0102 = 19 —r1 = 2 — 219,
0203 =19 —1=1—1r1, 0,03 =r1 + 1, igy az 01030 derékszogl haromszoghasl
2-2rm)°+ (1 —7)*=5(1—-r)"=(1+1)° V51 —7r1)=+(r +1),
6) n=(3-v5)/2  rn=(Vs+1)/2
Mindharom kor-par kiils6 érintkezése esetére mar csak azokat a megoldasokat keressiik, amelyekben rq # rs.

Ekkor nincs olyan megoldas, amelyben Os kozelebb van e;-hez, mint Oq, vagyis ro < 2 — r1. Ilyenkor ugyanis (1)-b&l
négyzetgyokvonéssal

(7) 0,05 =211 —re =2\/rir9, azaz \/ﬁ—i-\/E:\/i.

O3 nem lehet es-tol jobbra; legyen ezért Oz az es bal oldalan, téle p tavolsdgban. (1)-et a ki, k3 és a ko, ks parra
alkalmazva, és négyzetgyokot vonva, majd kivonassal, osztassal

2y/ri =p+ri,
2\/r2 =p+ra,
2V = V) =2 = = (VP = V) (V4 V),
®) 2 = iz 4 v

ellentétben (7)-tel. — Ha viszont Oy tavolabb van e;-t6l, mint O1, vagy ha tavolsaguk egyenls, (7) igy alakul (6. abra):

U 1 HT=JU=EF
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VT - VT =V
amit (8)-cal Osszekapcsolva
9) n=0(3-2v2)/2  n=(3+242)/2
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IV. eset. Végiil Oj-et FE-n, Os-t g'-n keresve (7. abra) FE || ¢’ miatt O102 = rq + 1 = 2, csak kiilsg érintkezés
lehet, igy 0103 =711 + 1, 0203 = r5 + 1 = 3 — r1. Legyen Oj vetiilete az 0102 egyenesen Oj, ekkor 0503 =1 —ry.
Az 03050, ¢és 0304504 derékszogii haromszogbol Pitagorasz tétele alapjan

0/30%247”1, 0130524(2—T1)>42010§,

tehat Oy az 0,04 szakaszon van. Ezért

020/320201+010é mzl-f—\/ﬁ,
% +2T—1=0, apozitiv gydk /1 = (\/ﬁ _ 1) /2,
(10) rm=1-v3/2, ra=1+V3/2.
Attérve a szerkesztésre, ki és ko érintési pontjai a (4), (5), (6), (9) és (10) kifejezések alapjan jelolheték ki, Oz
pedig O1 vagy Os helyzete alapjan. A 4-7. abrakon a jegyzet utal erre, H, J, K az F'G szakasz negyedels pontjai, igy
HE=JF = \/3/2 A (4) kifejezések harmadik tagja annak a deréksz6gti haromszognek a masodik befogoja, amelyben

az atfogod 14 2v/2, és az elsé befogo 2.
A szimmetrikus megoldéasokat is szamba véve a kdvetelményeknek 30 kérharmas tesz eleget.

(Osszedllitva tobb dolgozatbol, szamos kiegészitéssel.)



