I. megoldas. a) Az E, F', G pontok szerkesztésekor keletkezd mersleges szaru szogek, ill. a szogfelezés révén
kovetkezik — amennyiben megmutatjuk, hogy a felléps szogek hegyesszogek —, hogy

EGF<«=DAF<=FAC«=GFEq,

s igy az EFG haromszog egyenld szart.

A D
G /
/
/ H
£ K E
A D ox:
7 ;
/
; H
/,
0 1/
K
B cC B c

A négy szog koziil a kozépss kettd hegyesszog fele, s igy hegyesszog. A masik ketté hegyesszog voltahoz azt mutatjuk
meg, hogy FEG tompaszog, éspedig az OCE derékszogl haromszog OEC hegyesszogének kiegészitG szoge. Jeloljiik
AF és C'D metszéspontjat H-val. Ha F' az AC'D haromszogben van, akkor OF H és C' H F' tompaszog, mert mindkettd
hegyesszog mellékszoge, igy £ a CH egyenes H-n tuli és OF-nek az F-en tili meghosszabbitasan van. Ugyancsak
CHF tompaszog volta miatt, és mert GF meréleges AH-ra, G is a CH H-n tali meghosszabbitasan van. Mivel
GFH< =90°, és EFH<, mint AFO< cstcsszoge, hegyesszog, igy FFE a GFH derékszogi szogtartomanyban halad,
tehat a C; H, E, G pontok ebben a sorrendben kovetkeznek, FFEG< tehat az FEC'< mellékszoge.

Ha F' az ACD haromszogon kiviil, tehat AH-nak a H-n tuli meghosszabbitaséan van, akkor az AC H haromszog AC
oldalszakaszat és az AH oldal meghosszabbitasat metsz6 OF egyenes metszi a C H oldalszakaszt. Masrészt CHF < =
DH A< hegyesszog, igy az AF-re allitott F'G mer6leges is a H-bol C felé mend félegyenest metszi, és mivel AFO
hegyesszog, FE(= FO) a derékszogti AFG szogtartomanyban halad. Igy E most is G és H kozt van, tehat FEG a
CFEO szog mellékszoge. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

b) Ha F egybeesik E-vel, akkor AF = AE = EC, s igy DAE< = CAE< = ACE<; mésrészt e harom szog Osszege
90°, igy mindegyik 30°-0s és DAC'< = 60°. Ebben az esetben az EFGA elfajul pontta.
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II. megoldas. a) Jeloljiikk AF és CD metszéspontjat H-val, H-bol az AC-re bocsatott merdleges talppontjat
K-val. Ekkor DHK egyenlé szara haromszog, mert H, mint a szogfelezd pontja, egyenls tavolsadgra van a szog két
szaratol: HD = HK. Ekkor ADHK deltoid, AH és KD 4tloi merélegesek. gy HK || EF, KD || FG (merdlegesek
AC-re, ill. AF-re) és DH || GE (egy egyenesen vannak). Az EFGA oldalai teh&t parhuzamosak a HK DA megfelels
oldalaival, s igy a két haromszog hasonlo, tehat az EFGA is egyenls szaru.

b) E és F akkor és csak akkor esik egybe, ha K és O egybeesik. Ekkor KD a BD atlo fele, s igy ADHK deltoid
volta miatt KD = KA = AD, tehat ADK szabalyos haromszog, DAC< = DAK < = 60°.

Megjegyzés. A b) kérdés targyalhatod szamitas utjan is Pythagoras tétele és a szogfelez6re vonatkozo osztasarany-
tétel felhasznéalasaval.

Legyen CD = a, DA = b, AC = c¢. Az EOC és ADC/A-ek hasonlosagabol CE = ¢*/2a. Az osztés-aranybol
CF =AC-CD/(AD + AC) = ac/(b+ ¢). Egyenlségiikbol
c(b+c) = 2a% = 2¢* — 2b% = (2¢ — 2b) (b + ¢),

igy ¢ = 2b, ADC' egy szabalyos haromszog fele, DAC< = 60°.



