I. megoldas. Bontsuk fel a vizsgalando EFGH négyszoget az EG atloval az EFG és GHE haromszogekre (1.
abra). Az el6bbinek a teriilete nyilvanvaloan egyenls az AEG haromszog teriiletével, az utobbié a CGE haromszogével,
igy az EFGH négyszog teriilete egyenls az AECG négyszog teriiletével.
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Bontsuk fel ezt az AC atloval az AEC és CGA haromszogekre. Az elGbbinek a teriilete harmadrésze az ABC
haromszog teriiletének, az utobbié pedig a C DA haromszogének, igy az AECG négyszog teriilete — tehat az FFGH
négyszoge is — egyenls az ABC' és C'D A haromszogekkel kitoltott ABC D négyszog teriiletének harmadrészével. Ezzel
az allitast bebizonyitottuk.

Reményi Katalin (Budapest, XI. ker. Szamuely T. alt. isk. 8. o. t.)

Megjegyzés. Az utolso lépésig csak azt hasznaltuk fel, hogy az AE és E'F, valamint CG és GH szakasz-parok
egyenlSk, nem volt sz6 az F'B és HD szakaszrol. Ha tehat AE és E'F pl. negyedrésze volna AB-nek, és CG és GH
ugyancsak negyedrésze C'D-nek, akkor az EFGH négyszog teriilete negyedrésze lenne az ABC D négyszog teriiletének.

II. megoldas. Tiikrozziik abrankat az AB oldal és az EF szakasz kozos K felez6pontjara, és legyen C, G, H, D
tiikorképe rendre C*, G*, H*, D* (2. abra). Igy elég azt megmutatnunk, hogy az EG*H*FGH = S, és AC*D*BCD
centralisan szimmetrikus hatszogek teriileteinek aranya 1 : 3, vagy mésképpen — mivel a BCGFH* D™ hatszog az
AC*G*EHD = S5 hatszog tiikorképe, és igy teriiletiik egyenls —, hogy az S; és S hatszogek teriilete egyenld.
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Megrajzolva a GG*, HH*, AH és AG* atlokat, a KEH és KFH™* haromszogek egybevagok, teriiletiik Osszege
egyenl6 az AEH haromszog teriiletével, mert ennek H-bol indulé magassaga kozos a K FH haromszoggel, AE alapja
pedig kétszerese FK-nak. Ugyanigy a K FG és K EG" haromszogek teriiletének Gsszege egyenls az AEG™ haromszog
teriiletével. Végiil a KGH és KG* H* haromszogek teriiletének osszege és az AH D és AC*G* haromszogek teriiletének
Osszege is egyenls, mert a parhuzamos C'D és C* D* egyenesekbe es6 oldalaik egyenlk, és az erre meréleges magas-
sagaik Gsszege egyenlS a mondott két egyenes tavolsagaval. Igy az S;-ben és So-ben keletkezett valamennyi rész-idom
teriileteinek Osszege egyenls. Ezt akartuk bizonyitani.

Hoffer Anna (Budapest, Haman K. g. III. o. t.)
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II1. megoldas. Legyen ismét AB és E'F kozos felez6pontja K, tovabba CD és GH kozos felezépontja J (3. abra).
Tiikrozziik K-ra a KBCJ négyszoget, jeloljik C, G, J tiikorképét C*, J*, G*-gal; B és F tiikorképe A, ill. E. A
feladat allitasa az AC*J*JD = T 6tszogre fogalmazva annak bizonyitdsat kivanja, hogy teriilete haromszor akkora,
mint az EG*J*JH = T 6tszogé. Meghizva a C*D és G*H atlokat, a T 6tszog a JDC*J* paralelogrammabol agy
all el6, hogy ahhoz a DAC* haromszoget vagy hozzaillesztjiik, vagy kivagjuk bel6le (az dbran az utobbit latjuk), és
ugyanigy all el6 a Ty otszog a JHG*J* paralelogrammabol és a HEG™ haromszogbdl; lehetséges az is, hogy C*D
atmegy A-n, ekkor G* H is atmegy F-n, és igy mindegyik 6tszog teriilete egyenl a megfelel§ paralelogrammaéval.

Az otszogek és részeik osszehasonlitdsaban kozos alapnak a C*D = J*J = G* H szakaszt véve elég azt belatnunk,
hogy D-nek J*J folotti magassaga 3-szor akkora, mint H-é, tovabba hogy A-nak C* D f6l6tti magassaga 3-szor akkora,
mint F-nek G*H f{olotti magassaga. Az els6 kovetkezik abbol, hogy nyilvanvaléan JD = 3JH, a mésodik pedig a
KA = 3KFE egyenl6ségbdl, meggondolva még, hogy A és E kivant magassigat a paralelogrammak magassagaibol,
valamint J*J f6l6tti magassagaikbol kapjuk, mindig a nagyobbol vonva ki a kisebbet.

Babai Ldszlé (Budapest, VIIL ker., Somogyi B. u. alt. isk. 8. o. t.)
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IV. megoldas. Huzzuk meg az AH, EG, FC szakaszokat és bocsdssunk merglegest AB-re a H, G, C pontokbol,
valamint C'D-re A-bol, E-bol és F-bdl, legyen ezek hossza rendre mq, ma, ms, illetSleg my, ms, mg (4. abra). Az igy
6 haromszogre felosztott ABC D négyszog teriilete

CD

AB
T(m4 + ms +me) + T(ml + ma + ms3),

az EFGH négyszog teriilete pedig
CD AB
T M5 + T +Mma.
Elég megmutatnunk, hogy az elsé teriilet zarojeles kifejezései rendre 3-szor akkorak, mint a masodikban az ms, ill. mq
tényezs.
Ez fennall, mert az m; és mg parhuzamos oldalakkal meghatarozott trapézben mo kézépvonal, igy mq +ms = 2ma,
mindkét oldalhoz meo-t adva m1 +ma+ms = 3ms, és ugyanigy ma +ms+me = 3ms. Ezzel az llitast bebizonyitottuk.

Augusztinovicz Fildp (Sopron, Széchenyi L. g. L. o. t.)
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V. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha két haromszognek egy-egy szoge egyenls, akkor teriileteik ardnya megegyezik
az egyenls szogeket bezaro oldalak szorzatainak aranyéval. Legyen egyenl6 a PQR héaromszog QPR szoge az STU

haromszog T'SU szogével, tovabba az R, ill. U cstcs vetiilete a szemben levé oldalon R, ill. U’ (5. abra). Ekkor,
felhasznalva a PRR' és SUU’ derékszogii haromszogek hasonlosagat:

tror _PQ-RR' PQ RR PQ PR PQ-PR

s T 5. Gbra

tsy  ST-UU’ ST UU' ST SU ST -SU’
Ezt igy is irhatjuk:
tpor =k -PQ-PR ¢é tsru =k -ST-SU,
ahol k alkalmas szam (csak a P-nél, ill. S-nél levs szog nagysagatol fiigg).
Ha az ABCD négyszogben CD parhuzamos AB-vel, akkor az allitds helyessége nyilvanvald, mert a két szoban
forgo négyszog egyenld magassagi trapéz és benniik a megfelels alap-parok arénya 1 : 3.



M b-3f A E F f ‘36. abra

Az ellenkezé esetben az AB és CD oldalak M metszéspontja a konvexség miatt ezen oldalak meghosszabbitasan
van; valasszuk a bettizést ugy, hogy MA < MB, és igy MD < MC (6. abra), legyen tovabba M B = b, MC = c,
FB = f,GC = g, ezekkel

MF=b—f ME=b—2f MA=0b-3f,
MG=c—g, MH=c—2g9, MD=c—3g
(mind pozitivok). Az ABCD négyszog teriilete egyenls az M BC és M AD haromszogek teriiletének kiilonbségével,

EFGH-é pedig az M FG és M EH haromszogekével. E négy haromszog M-nél levs szoge kozos, igy fenti segédtételiink
szerint

tapcp =tupc —tmap =k(MB-MC - MA-MD) =
=k [bc— (b—3f)(c —3g)] = 3k(bg + cf —3fg),
teren =tumre —tumepn = k(MF - MG - ME-MH) =
=k[(b—f)c—g) = (b=2f)(c—29)] = k(bg + cf = 3[g),
amibdl az allitas helyessége nyilvanvalo.
Kiss Arpdd (Budapest, Blathy O. erdsar. ip. t. IL. o. t.)
Megjegyzés. A felhasznalt segédtétel akkor is helyes, ha a két haromszog egy-egy szoge egymasnak kiegészits szoge.



