a) Az alabbi 3 észrevételre tamaszkodva alkalmas sorrendben kifejezziik a korok sugarait és kozéppontjuk tavolsagat

az abra alkalmas pontjaitol, az dbra befoglald korének sugaraval, ezek alapjan az abra megszerkeszthets lesz. A 2. abra
jeloléseit hasznéljuk.

1. dbra

2. dbra

I. Az 1. 4bran 11 kor és 2 egyenesszakasz lathato; az dbra szimmetrikus a 2. dbra AB egyenesére.

II. A ky és k) korok AB-nek Og felezSpontjaban érintik egymaést.

III. A DE egyenesszakasz parhuzamos AB-vel.

Az 1. észrevétel szerint AB a kg kor atmérGje, Og a kozéppontja. A 4 tiikkros korparbol, valamint az egyenesszakasz—
parbol elég 1-1 kort, ill. szakaszt megszerkeszteniink, tovabba felhasznalhatjuk, hogy O és Os az AB atmérén van. IL.
szerint az OgO; egyenes ugyancsak atmeérst metsz ki ko-bol, ezen van kg és k; érintkezési pontja, C, és igy r1 = ro/2.

Az 01050 derékszogi haromszogben ki és ko érintkezése miatt 0109 = r1 + 1o, OgO2 = rg — 1o, mert ko A-ban
érinti ko-t, és igy Pythagoras tétele alapjan

0103 — 0003 = (r1 +12)° — (ro —12)° = (2ra + 11 —10)(r0 +71) =
= OOO% = 7’%,

1 r? n o
To = = rTo—T1 | = —.
2 2 7’0+7’1 0 ! 3

Legyen O3 vetiilete AB-n O, OgC-n O3, és Og04 = 0503 = y, 0904 = 0503 = z. k3 érintkezései miatt
0003 =19 — 13, 0103 =11 + 13, 0203 = 19 + 73, €8 igy az Og0305, 0103054, 020504 derékszogi haromszdgekbdl

(1) 22+ = (ro —13)°,
(2) (z—711)° +y? = (r +r3)%,
(3) 22+ (y — 2r9)? = (ra +13)°,



ugyanis 0105 = |0g0% — Og01| = |z — r1|, mésrészt a fentiek szerint OgOs = ro — ro = 279, és igy hasonloan
02045 = |y — 2r3|. Kivonva (1)-bdl (2)-t, majd (3)-at, és felhasznélva a kinalkoz6 szorzatté alakitasi lehetGségeket,
valamint eddigi eredményeinket:

r1(2x —r1) = (ro +71)(ro — r1 — 2r3), x =ro — 33,

dro(y —ro) = (ro +1r2)(ro — 12 — 213), Yy =1 — 273,

és ezeket (1)-be helyettesitve
127”% - 8TOT3 + ’I”g = 0,

amibdl ry = ro/6, 75 = ro/2. A méasodik gyokkel z = —ry, y = 0, vagyis Of = O} és ki-t kapjuk, amely val6ban
ugyancsak beliilrél érinti ko-t, és kiviilrsl érinti ky-et, ko-t, most azonban nem ezt keressiik. Igy r3 = r0/6, x = r¢/2 =
r1, y = 2r9/3, vagyis Of = Oy, O3 = Os.

ky érinti ko-t, k1-et és AB-t, igy O407-t z-vel jelolve az OgO40) és 01040} derékszogi haromszogekbsl, 040} =
0,0, = r4 figyelembevételével

Ti + 2’2 = (’I“O — ’1”4)27 (Tl — T4)2 + 2’2 = (T1 =+ ’I”4)2.

z kikiiszobolésével r4 = 1 /4, ebbdl pedig z = ro/\/§.
ks érinti ki-et és ky-et, és Os az AB-n van; OgO5 = v jeldléssel O50) = z — v, és az OnO0105, 0,40,,05 derékszogi
haromszogekbdl

v2:(7"1 —|—T5)2—T%, (2—0)2:(7“44—7"5)2—7“2.

Az utobbit az el6bbibdsl kivonva,
2zv:z2+2(r1 — 14T, v = (T0+T5)/2\/§,

és ezt az el6bbibe helyettesitve

Tr2 + 6rors — 18 =0, amib6l ri = —r¢ /7, Ty = —rp.

A masodik gyokkel v = 0, vagyis ekkor a keresett kor kdzéppontja azonos Op-lal, és a sugar abszolut értéke ro. Eszerint
kZ-ként maga ko jon szoba. Valoban ko megfelel a fenti kovetelményeknek, de ki-gyel és kq-gyel bels érintkezésben
van a vart kiils6 érintkezéssel szemben; ezt fejezi ki rf negativ volta. A szdmunkra megfelels gyok r5 = ro/7, evvel
v =14ro/TV2 = 4z/7.

A TII. észrevétel szerint a DE szakasz tavolsaga AB-t6l 2ry = r9/2 = 71, vagyis DE meghosszabbitasa atmegy
O;-en.

Veégiil kg érinti ko-t beliilrdl, ki-et kiviilrél és a DE egyenest. Az OgOgOf és O1060; derékszogii haromszogekbdl
O6Of = w jeldléssel, felhasznalva az el6bbi megéllapitast is,

w? = (ro — r6)2 —(r+ T6)2 =(r + r6)2 - r%,

amibdl rg = ro/8, és w = \/§r0/2\/§.

b) Mindezek alapjan az 1. abra pl. a kovetkezd lépésekben szerkeszthetd:

~1. Az ry sugart ko korben megrajzoljuk az egymasra meréleges AB és CC’ atmérdket.

~ 2. C koriil ry sugarral k( kort irunk, ez ko-t az E, F pontokban (F az AC negyedkoriven), az EF egyenes
CC’'-t O1-ben metszi. Megszerkesztjiik e vonalak AB-re valo tiikorképét (ezt a tovabbiak sorén is mindig megtessziik,
bar kiilon nem emlitjiik). Az O; koriil O10y sugarral irt kor kq, ennek EF-fel val6 metszéspontja D, a CC'-nek B-t
tartalmazo partjan.

— 8. Az O F félegyenesre felmérjiik az O1G = rq szakaszt, a C'G egyenessel AB-bdl kimetssziik Oa-t, az Oo koriil
O3 A sugarral irt kor k.

— 4. Az Oy-n atmens, CC’-vel parhuzamos egyenes EF-et Os-ban, ke-t H-ban metszi (AB-nek C-t tartalmazo
partjan), az Os kortil OsH sugarral irt kor ks.

— 5. Az O, koriil 7 sugérral irt kor ko-t J-ben és K-ban metszi, a JK egyenes CC’-b6l kimetszi O} -t; felmérjiik
OoD-t az Oy B és O} J félegyenesre, a végpont O}, ill. Oy, az O4 koriil 0,0} sugérral irt kor ky.

— 6. Az OgO) szakaszt 7 egyenls részre osztjuk, az Op-t6l szamitott negyedik osztopont Os; az 0405 félegyenesnek
kyq-gyel valo metszéspontj N; az Oz koriil Os N sugarral irt kor ks. — 7. Az O1C szakaszt 4 egyenl§ részre osztjuk,
az O1-t6l szamitott elsé osztopont Og; O1 E oldalt négyzetet szerkesztiink, ennek kdzéppontja P; az O1 P szakaszt
felmérjiik az Og-ben C'C'-re allitott merdlegesre (a B-t tartalmazo parton), a végpont Og; végiil az Og koriil O10f
sugarral irt kor kg.

A kozolt eljaras lépéseinek helyessége az a) részben végzett szamitasok alapjan bizonyithato. Ennek végrehajtasat
— hely hidnyaban — az olvaséra hagyjuk.

LAz abran N és az alabbi P potlando.
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