I. megoldas. Nyilvanvalo, hogy a szerkesztendé ki, ko, k3 mindegyike az ivharomszog mas két-két oldalat érinti.
Kozéppontjuk: O1, Oz, O3 rendre az ABC haromszog BC, CA, ill. AB oldalanak felezé merdlegesén van, ugyanis pl.
BO; =d—r = CO0O; ahol r a k; sugara.

Legyen az ABC héromszog kozéppontja K és messék az AK, BK, CK szimmetriatengelyek a BC, CA, AB
ivet Aj-ben, Bi-ben, ill. Ci-ben. A KBy ACy, KC1BA;, KA1CB; idomok egybevagok, mert egymasba atvihetsk a
tengelyeken vald tiikrozéssel. Kézenfekvs feltenni, hogy van olyan megoldas, melyben a keresett korok sorra e harom
idomba vannak beleirva, ezért sugaraik egyenlSk, és igy egymést paronként a KCp, K Ay, ill. K By szakaszon érintik;
ezzel a tobbletkovetelménnyel fogunk megoldast keresni. (Kiegészitésiil megmutatjuk majd, hogy més megoldas nincs,
ha k1, ko, ks kiviilrdl érintik egymast.)

1. dbra

Legyen ki és ko érintkezési pontja L, tekintsiik az O; koril O1B = d — r sugara k kort, és legyen ennek L-t6l
tavolabbi metszéspontja az 0105 egyenessel M. Igy LM = d és LM 1 CCy, mert ki és ko sugarainak egyenlGségébol
KOy = KOy, és igy 0102 L CC;. Ha tehat vessziik az AB ivet tartalmazo k' kornek CCi-gyel parhuzamos, A-hoz
kozelebbi t érintdjét és érintési pontjat N-nel jeloljik, akkor az NC LM négyszog téglalap, és t a k-t is érinti M-ben.
Ezért, a BC egyenes és t metszéspontjat P-vel jelolve PB - PC = PM?. Ennek alapjan M a t-n kijelolhets, és az
M-en at CCy-re allitott merdleges kimetszi K A-bol O1-et, K B-bol Os-t, Os-at pedig O1-nek BB;-re valo tiikrozésével
kapjuk.

A PM szakasz hosszat megadja pl. a P-bél az ivharomszog BC' oldalat tartalmazé korhoz szerkesztett érinté PQ)
hossza. (Jobb attekinthetéség érdekében az abran a hosszabb BC iv érintGje lathato.) E szerkesztés végrehajtasa
mutatja, hogy van a tobbletkdvetelményt is kielégité megoldas.
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Megjegyzések. 1. t-nek masodik olyan My pontjaboél, amelyre PM3 = PQ* = PB - PC, a fent leirt moédon olyan
harom egyenls sugari, egymast paronként érinté kort kaphatunk, amelyek az A, B, C koriil d sugarral irt korok koziil
(rendre més-mas) kett6t kiviilrdl érintenek.

2. Megmutatjuk, hogy a megszerkesztett korharmason kiviil a feladatnak nincs mas megoldasa, ha csak egymast
kiviilr6l érint6 koroket engediink meg. Nem lehet, hogy mindharom kor az ivharomszognek ugyanazt a két oldalat
érintse, mert ha az ry, ro, r3 sugara kérok egymast paronkeént kiviilrél érintik, akkor koézéppontjaik tavolsagai: rq + ra,
ro + 13, r3 + r1 eleget tesznek a haromszog egyenl6tlenségnek, tehat a kozéppontok haromszoget alkotnak, holott egy
egyenesen kellene lenniok, a két kiszemelt iv szimmetriatengelyén.

Nem lehet pl. az AB és AC oldalakat érinté k1 kor O; kozéppontja a K A; szakaszon, mert igy sugardra r; = d —
BO; >d—BK = B1K = KA; > O1A; tehat A; a kp belsejében van, a ko-t és ks-at magukba foglalo ivharomszogeknek
(2. abra, egy-egy csticsuk B, ill. C') nincs kézos pontjuk, ks és ks nem érintkezhetnek.




3. dbra

Tegyiik fel marmost, hogy k1, k2, ks megoldast adnak, O1, Oz, O3 rendre a KA, KB, KC szakaszon van, és KO; >
KOs (3. abra). Ekkor O;-nek CK-ra vett O] tiikorképe a KOs szakasz O2-n tuli meghosszabbitasdn van. A KOs A
sz0g hegyesszdg, mert AK Oy = 120°. Ezért az O]02A haromszoghen Oa-nél tompaszog van, tehat AO; > AO,, és
igy ki és ko sugarara

(].) led—BOlzd—AO/1<d—A02:T2.
Maésrészt hasonloan 0302 < 0307 = 0301, azaz (ks sugarat r3-mal jelolve)
rg+ro <rsg+ry, amibsl ro < rq,

ellentétben (1)-gyel. Ugyanigy KO1 < KOs is ellentmondasra vezet, tehat KO; = KOs, és 11 = 1. Est akartuk
bebizonyitani.

3. A szerkesztendd korok kozott belsG érintkezést is megengedve a fenti megoldasbol leszarmaztathatunk olyan
harom egymast paronként érinté kort, melyek mindegyike beliilr6l érinti az ivharomszog mas két-két oldalat, azonban
e korok egyike részben kiviil van az {v haromszogon: ki-et és ko-t meghagyva vegyiik k% kozéppontjanak az AO, és
BO; egyenesek Of metszéspontjat (4. abra).

4. dbra

A megoldok nagy része az érint6 korok sugaranak kiszamitdsan keresztiil adott meg szerkesztési eljarast. Egy ilyen
megoldas a kdvetkez6:

II. megoldas. Az I. megoldas tobbletkovetelményét fenntartva kiszdmitjuk a harom kor kozos r sugarét. Az O;CL
derékszogii haromszogben O L = 7, 0,C = d —r és CL = CK + KL (1. abra). Itt CK az ABC haromszog dv/3/2
stlyvonalanak 2/3 része: d/ \/5, KL pedig egyenl az r magassagu szabalyos haromszog oldalanak felével, r/ \/g—mal,
mert O KL< = 60°. Igy Pythagorasz tételével

d+r
V3

2
(d—T)2=r2+( ) . 24 8dr—2d% =0,

és ennek pozitiv gyoke:
(2) r=d(3V2 —4).

r megszerkeszthetd, ebbsl d — r is, és ekkor a B és C koriil d — r sugérral irt koroknek az ivharomszogben levs
metszéspontja O1. Oz-t és Os-at megfelels tiikrozéssel kapjuk.

r szerkesztésére egy lehet6ség: d oldalu négyzet atldjanak 3-szorosabol kivonjuk az oldal 4-szeresét.

Eredményiink helyességének bizonyitasaul csak azt kell megmutatnunk, hogy a (2) érték mellett az O1CL ha-
romszdg oldalaira felhasznalt kifejezések pozitivok. r > 0, mert 3v2 = V18 > 4, igy d + r > 0 is fennall. Veégiil
d—r=d(5—3V2) >0, mert V18 < 5.
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D d 5. dbra

Megjegyzés. Kevesebb helyet igényel r szerkesztése a kovetkezs modon (5. abra). Irjunk a d oldalu négyzetbe D
csticsa mint kdzéppont koriil d sugara negyedkort, hizzuk meg D-b6l az atlot és mérjiik fel az atlonak a koron kiviili

e szakaszat D-bol kiindulva az atléra 3-szor egymds utan. Ekkor a harmadik szakasz végpontjanak a korivtél valo
tavolsaga 3d(v2 —1) —d = d(3v2 —4) = r.
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