I. megoldas. a) A négyzet kozéppontja felezi az atlokat, ezért a kérdéses O1 LO2K = S négyszog csucsai felezik
az AMPC = T négyszog oldalait (1. abra). Igy O, L az APM haromszognek AP-vel parhuzamos kozépvonala, O L =
AP/2. Hasonléan az APC haromszogh6l KOs || AP és KOy = AP/2, és igy O1 L#KO,. Ugyanigy O1 K#LO3, ezek
szerint S paralelogramma.

1. dbra

S akkor és csak akkor négyzet, ha két szomszédos oldala meréleges és egyenls hosszi. Elég azt belatnunk, hogy
T-nek AP és M C atloi merdlegesek és egyenlSk. Végpontjaikhoz a B csticsot hozzavéve az ABP és M BC haromszogek
egybevagok, mert B koriil 90°-kal elforgatva az egyik a masikba vihets at. Valoban a négyzetek — ABM N és PBCQ —
koriiljarasa megegyezik, igy BA ugyanolyan iranyt, B koriili, 90°-os elforgatéassal vihet 4t BM-be, mint BP BC-be,
ez az elforgatas tehat a ABP haromszoget M BC-be viszi at. Ez abban az esetben is érvényes, ha ABC< = 90°,
s igy az ABP és M BC haromszogek egyenesszakassza fajulnak. Az AP és MC szakaszok eszerint merdlegesek és
egyenl6k, mert egy alkalmas, 90°-0s elforgatés az elbbit az utobbiba viszi at. Ebbdl, mint lattuk, kovetkezik a feladat
a) részének allitasa.

2. dbra

A bizonyitas egyarant érvényes, ha az ABC haromszog B-nél levs szoge hegyes-, derék-, vagy tompaszog, tovabba
akar kifelé”, akar ,befelé” (az oldalegyenesnek a haromszoget nem tartalmazo, ill. az azt tartalmazo partjan, 2. abra)
rajzoltuk a négyzeteket; az utdébbi esetben azonban, ha az ABC haromszog B-nél derékszogi, tovabba egyenls szara,
akkor S négy cstcsa egybeesik.

b) Legyen ABCDEF = H; egy centralisan szimmetrikus hatszog, legyenek az el6irt szabalyos haromszogek BAI,
CBJ, DCK, EDL, FEM, AFN, végil az IJK LM N hatszog egymas utani oldalainak felez6pontjai P, @, R, S, T,
U (3. abra). Megmutatjuk, hogy a PQRSTU = Hj hatszog barmelyik oldalegyenesét egy—egy (alkalmas kozéppont
koriili) azonos irdnyt, 60°-os forgatéassal at lehet vinni a kévetkezSbe. Ebbdl a b) 4llitas kovetkezik. Ugyanis a szabalyos
hatszog kiils6 szoge 60°, ennyi az irdnyvéltozéds, ha a hatszog koriiljarasa soran egy oldal irdnyabol atfordulunk a
kovetkezd oldal irdnyaba. Konkrétan azt fogjuk bizonyitani, hogy QR = PQ. E két oldal a K JL haromszognek J L-lel,
ill. a JIK-nak I K-val parhuzamos kozépvonala, ezért a JL = [ K egyenl&séget mutatjuk meg, toviabba azt, hogy I K-t
a JL-lel parhuzamos helyzetbe egy 60°-os forgas viszi at.



3. dbra

Forgassuk el a K CBI torott vonalat C' koriil 60°-kal abban az irdnyban, hogy B a J-be jusson. Ekkor K a D-be
fordul, I j helyzete pedig legyen I1. A DLJI; idom paralelogramma, mert egyrészt DL = DE = BA = BI = JI4,
masrészt a DL, JI; szakaszok parhuzamosak és ellentétes irdnytak, ugyanis DL iranyabol DE és BA, majd BI,
végiil JI; iranyaba harom ugyanazon iranytu, 60°-os forgéssal jutunk at, vagyis Osszesen 180°-os forgassal. Ezért
JL=1D = 1K, és I K, vagy a vele parhuzamos P(Q irdnyabol valéban 60°-os forgéassal jutottunk at I1 D, JL és QR
kozos irdnyaba.

A felhasznélt 60°-os forgasok irdnyanak megegyezése abbol kovetkezik, hogy Hy oldalaira a szabalyos haromszogeket
mindig kifelé szerkesztettiik, és igy a BAI, CBJ, DCK, EDL haromszogek most felsorolt koriiljarasi irdnyai egyezsk.
Ezeért els6 forgatasunkban a KCD forgasszog iranya egyezt a CDK és tovabb a BCJ forgasszog iranyaval (a 3. abran
a forgasok pozitivok) — mint allitottuk —, és ugyanilyen iranytak az LDFE és az ABI forgasok.

A fenti bizonyitasban csak 4, a Hy-nek egymas uténi oldalaira rajzolt egyenls oldalt haromszoget hasznaltunk fel,
tovabba H; centrélisan szimmetrikus voltabol csupan BA és DE parhuzamossagit és egyenlségét. A feltevés fel nem
hasznalt részei Hy tovabbi RS, ST, TU, U P oldalai egyenl&ségének bizonyitasahoz sziikségesek, valamint ahhoz, hogy
a tobbi kiils szogek is 60°-osak és ugyanolyan forgasi iranydak.

Czina Ferenc (Mako, Jozsef A. g. I. 0. t.)




Megjegyzés. A 3. abran H; konvex, de e tulajdonsagat nem hasznaltuk fel; ezért bizonyitasunk — a kdvetelménynek
megfelelGen — tetszés szerinti centralisan szimmetrikus hatszogre érvényes. A 4. dbran H; hurkolt, itt a szabélyos
haromszogek ,kifel¢” valo rajzolasanak mar nincs értelme, mert Hi-nek 4 olyan oldala van, amelyhez képest a tobbi
csucsok kétoldalt helyezkednek el. Az AB oldalhoz képest a szimmetriacentrummal ellentétes partot vettiik kiilsének,
tovabb pedig gy haladtunk, hogy a BAI, ..., AFN haromszogek egyenld koriiljarasuak legyenek. Fel van tiintetve
az oldalak masik partjan szerkesztett ABI’, ..., FAN’ szabalyos haromszogekbél adodo P'Q'R'S'T'U’ hatszog is, —
hiszen AB-nek masik partjat is vehettiik volna kiilsének. A bizonyitasbol nyilvanvald, hogy ez is szabélyos, valamint
az is, hogy nem hurkolt H; oldalaira mindig befelé rajzolt szabalyos haromszdgekbdl kiindulva is igaz az allitas, hacsak
a P, ..., U pontok nem esnek egybe. Az igy adodé Hj a Hs hoz képest mindig ellentétes koriiljarasa.

II. megoldas a b) részre. A kovetkezSkben csak vazoljuk egy masodik megoldas gondolatmenetét, nem elemezve,
hogyan moédosul az az abratol kiilonbozs viszonyok (pl. konkav vagy hurkolt hatszog) esetén.

Elég megmutatnunk, hogy pl. OPQ szabélyos haromszoég — ahol O a H; kdzéppontja —, mert akkor ugyanez &ll az
OQR, ORS, OST, OTU, OU P haromszogekre is, s igy PQRSTU szabéalyos hatszog. A P, (Q pontok megszerkeszté-
sében viszont csak az AB, BC, CD oldalak f6lé rajzolt szabalyos haromszogeknek van szerepe.

5. dbra

Tekintsiik tehat az dbranak csak az ABC D négyszog meghatarosta részét (5. abra). Itt O az AD oldal kézéppontja.
Ha még berajzoljuk az AB, BC, C'D oldalak A;, By, C felez6pontjat, akkor az A; PBy, B1QC haromszogek szaba-
lyosnak latszanak. Megmutatjuk, hogy valoban szabalyos haromszogek. A két haromszog hasonlé modon keletkezik az
IBJ, ill. JCK haromszogbdl. Az allitast a kovetkezs segédtétel fejezi ki:

Rajzoljunk egy V1VaVs hdromszdg VaVs és VsVi oldaldra kifelé VoV X és VasVAY szabdlyos hdromszigeket (6. dbra).
Ekkor a ViVa, V3 X és V3Y szakaszok W, Zy és Zy felezépontjai eqy szabdlyos hdromszdg csicsai.

6. dbra

Jeloljiik még a VoV és V3V oldalak felezSpontjait W', W”-vel. Ekkor V3ZoW" szabalyos haromszog. Forgassuk
el Z, koriil a ZoW"W haromszoget 60°-kal gy, hogy W a V3 pontba menjen 4t. Ekkor W elforgatas utan Z;-be
keriil, mert mint kdézépvonal W”W#V3W', méasrészt Z1VsW' szabéalyos haromszog, tehat Z1Vz egyenls W W-vel és
irdnyaik a kivant irdnyban 60°-os szOget zarnak be. Az elforgatas igy ZoW-t Z2Z1 be viszi at, a két szakasz tehat
egyenld és 60°-os szOget zar be, vagyis a Z1 ZoW haromszog szabélyos.



A segédtételt V1VoVs helyett I.JB-re, ill. JKC-re alkalmazva nyerjiik, hogy az A; B1P és B1C1@Q haromszogek
valéban szabalyosak.

Az OPQ haromszog szabalyos voltanak megmutatéasahoz forgassuk most el a PA;O haromszoget P koriil 60°-kal
ugy, hogy A; a Bi-be jusson. A;OC, B; paralelogramma, igy A; O# B;1C1; mivel tovabba C1 B1Q szabalyos haromszog,
igy A10 és B1Q iranya 60°-os szOget zar be, a PA;O haromszog elforgatas utan tehat PB1Q-t fedi. Eszerint PO és
PQ egyenls és 60°-0s szoget zar be, tehat POQ szabélyos haromszog.

Mint lattuk, ebbdl kovetkezik a feladat b) részének allitasa.

Kobzos Ldaszlo (Vac, Léwy S. gépip. t. IL. o. t.)

Megjegyzés. Néhanyan vektorok felhasznaladsaval bizonyitottak az allitasokat, vagy a komplex szamsikon végzett
szamitasokkal.



