I. Egyel6re csak az ABCD = N négyszog belsejében keressiik az elGirt tulajdonsagu pontokat. Ekkor O benne
van a BDA és BDC haromszogek egyikében, legyen a betiizés olyan, hogy a BDAA-ben. Igy az OBCD négyszog
teriilete egyenlé a BDC és BDO héromszogek teriiletének Osszegével, az OBAD négyszogé pedig a BDA és BDO
haromszogek teriiletének kiilonbségével, mert ez a négyszog konkav. A teriileteket ugyanigy jelolve, mint magukat az
idomokat, az OBC'D = OBAD koévetelménybdl

BDC + BDO = BDA — BDO, és igy
BDA — BDC
5 .

BDO =

1. dbra

A BDO haromszog teriilete tehat az O pont minden helyzetére ugyanaz az érték kell, hogy legyen. Allandé a BD
oldal is, tehat az O pontbdl erre bocsatott OO’ magassag is allando kell, hogy legyen O minden helyzeténél, tehat
minden megfelelé O pont rajta van egy a BD-vel parhuzamos e egyenesen.

Az AC atlo E felez6pontja hozzatartozik a mértani helyhez. Ugyanis az ABE és EBC haromszogek AE és EC
oldala egyenls, az ezekre B-bdl bocsatott magassag kozos, tehat teriiletiik egyenls. Ugyanigy lathato, hogy AED =
ECD. Mivel pedig N konvex, igy E a belsejében van, és az ABED négyszog az ABE és AED héaromszog Osszege, a
BCDE négyszog pedig a BCE és CDFE haromszogeké, teriiletiik tehat valoban egyenls. — Eszerint e az E-n at a BD
atloval parhuzamosan huzott egyenes, O az e-nek csak az N-be es6 GH szakaszan lehet (G az AB-n van, H az AD-n).

Ha a GH szakasz egy tetszés szerinti bels§ pontja O*, akkor O*BAD = ABD — O*BD, és ez O* megvalasztasa
szerint egyenl6 EBAD = EBCD = O*BCD-vel, tehat O beletartozik a mértani helybe. G-t véve O gyanént, a
GBAD négyszog elfajult, teriilete annyi, mint a GAD haromszogeé; de igy is egyenls GBCD teriiletével. Eszerint G
tagabb értelemben szintén hozzatartozik a mértani helyhez és ugyanez all H-ra is.

N-en kiviil nincs az OBAD = OBCD kovetelménynek megfelels O pont. Ha ugyanis az A, vagy a C sz6g cstcs-
szOogtartoméanyanak egy pontja P (2. dbra I és I11 sikrésze), akkor a PBAD és PBC D négyszogek egyike éppen N
teriiletével nagyobb a masiknal, nem egyenlGk. A sik H részében vett P-vel a PD szakasz dtmetszi az AB és BC
szakaszok egyikét, a IV-ben pedig PB szakasz metszi az AD és DC szakaszok egyikét, ezért a PBAD és PBCD
négyszogek egyike hurkolt, az ilyenek teriiletét viszont nem értelmeztiik.

2. dbra

Ezek szerint a keresett mértani hely a BD atloval az AC 4atlo felez6pontjan at huzott parhuzamosnak N-be es6
szakasza, végpontjait csak tagabb értelemben megengedve. Ha BD felezi AC-t, akkor a mértani hely csak tagabb
értelemben létezik — maga a BD szakasz az —, mert az OBAD és OBCD négyszogek elfajulnak haromszoggeé.

I1. Eredményiinkbdl — az A, B, valamint C, D bettik felcserélésével kovetkezik, hogy az OABC = OCD A kovetel-
ményt kielégité O pontok mértani helye az AC atloval a BD 4tlo F' felez6pontjan at huzott f parhuzamosnak N-be
es6 JK szakasza, a végpontokat csak tagabb értelemben engedve meg. (Ha AC felezi BD-t, akkor JK = AC, és az
OABC, OCD A négyszogek elfajulnak.) Ennélfogva a keresett O pont csak e és f metszéspontja lehet, de csak akkor
felel meg, ha N belsejében van. Megmutatjuk, hogy ez mindig teljesiil.



E kozelebb van az atlok M metszéspontjahoz, mint A-hoz, mert feltevésiink mellett BD ugyanazon partjan van,
mint A, igy pedig AF = FC = EM + MC > EM. Hasonléan kapjuk — olyan bettizést hasznélva, amely mellett B
tavolabb van AC-t6l, mint D —, hogy F kozelebb van M-hez, mint B-hez. Igy az M EOF paralelogramma benne van
az M RSQ paralelogrammaban — ahol @, R, S az ABM héaromszog oldalfelezé pontjai —, tehat O benne van az ABM
haromszogben, amely része N-nek. Ha pedig egyik, vagy mindkét atlo felezi a masikat, akkor e és f metszéspontja a
masikat felezd atlo felez6pontja, tehat N-ben van. Ezzel a megoldast befejeztiik.
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Megjegyzések. 1. Az e egyenest az E pont felhasznalasa nélkiil is megkaphatjuk. Messe a BD-vel parhuzamos,
C-n atmend egyenes AB-t Ci-ben (1. abra), ekkor az AC; szakasz felez6pontja G. Erre abbdl is rajohetiink, hogy
OBCD = OBAD-b6l OBCD = N/2, és ekkora teriilet kijel6lése céljara elokészitésiil N helyett a vele egyenld teriiletid
AC1 D haromszoget is felezhetjiik DG-vel.

Horvdth Péter

2. A feladat II. részében keresett O pontot az I. részben megallapitott helyett mas mértani hely felhasznédlasaval is
megkaphatjuk. OABC = OBCD-bdl az OBC koz0s rész elhagyasaval OAB = OC D, ezért O-nak AB és C'D-t6l vald
dy, ill. dy tavolsadgara dy : do = C'D : AB. Konnyt belatni, hogy eszerint O mértani helye egy az AB és C'D egyenesek
T metszéspontjan atmend egyenes, és ennek egy tovabbi W pontjat agy kapjuk, ha felmérjiik TA-ra a TU = AB
szakaszt, T'C-re a TV = CD szakaszt és megszerkesztjiikk az UTVW paralelogrammat. Még egy egyenest kapunk O-ra
OBC = ODA-bol, a ketts metszéspontja a keresett O.

3. A hurkolt négyszog teriiletén az oldalak altal koriilhatarolt két haromszog teriiletének Osszegét értve Gecsey
Ldszlo és Horvdth Péter az N-en kiviil is talaltak O pontokat: igy a DG egyenes G-bdl kiinduld, D-t nem tartalmazo
félegyenesének minden pontja megfelel, tovabba a BH egyenes H-bol kiindulé, B-t nem tartalmazé félegyenesének
minden pontja.

Megjegyezziik, hogy célszertibb hurkolt idomok teriiletét gy értelmezni, hogy az egyes koriiljart részidomok te-
riiletét elGjellel vessziik aszerint, hogy a hurkolt idom hatarat egyszer végigjarva a részidom hatarolé vonalan milyen
koriiljarasi irany szerint haladtunk végig.



