I. megoldas. A P-hez rendelt ky és ko korok kozéppontjat vehetjiik az AB egyenessel kettévagott sik ugyanazon
félsikjan, vagy a két kiilonbozé félsikon (magan az AB szakaszon nem, mert A > 1/2, és igy a kozéppontok AP-vel,
ill. P B-vel valosagos haromszoget alkotnak). Tekintsiik el6bb az elsé lehetséget. Legyen a két kozéppont O1 és O2 az
F’ felsikon 1gy, hogy 01A = O1P = X+ AP és OsB = OoP = X\ - BP, és a korok masodik kozos pontja M (elsé kozos
pontnak P-t véve). Az APO; és PBOy/A-ek hasonlok, mert az egymés utdni oldalak ardnya mindkettSben 1 : A : A;
ezért AO; P< = POy B<. Ez a szog fiiggetlen P helyzetétol, csak A értékétsl fiigg; jeloljiik a nagysagat w-val. AM P az
elsé korben a roévidebb (az F’-beli) AP iven nyugvo keriileti szog, ugyanigy a PM B szog a masodik kor F”-beli PB
ivén (mert M ugyancsak F’'-n van, ugyanis M a P-nek tiikorképe az O1 Oz egyenesre). Ezért AM P< = PM B< = w/2,
és AMB< = AM P<+ PM B< = w, &llando, tehat M csak azon az (F'-beli) i’ kiriven lehet, amelynek pontjaibol az
AB szakasz w szogben latszik.

1. dbra

Ha méar most M™ az i’-nek tetszés szerinti, A-t6l és B-t6l kiilonbdz6 pontja, akkor létezik olyan P* pont, amelyhez
a feladat elGirasa szerint éppen M* tartozik hozza, éspedig P*-ot az AM*B szog felezGje metszi ki AB-bél. Igy
ugyanis AM*P*< = P*M*B< = w/2, tehat M* rajta van a P*-hoz hozzarendelt korokon (tovabba kiilonbozik P*-
tol, masrészt P* az AB szakasz belsejében van). Ha M az A-ban vagy a B-ben volna, P* egybeesnék A-val, ill. B-vel,
igy viszont az M-et meghatarozo korok egyike nem jonne létre.

Ezek szerint az i’ iv belseje része a keresett mértani helynek; és nyilvan ugyanez all i'-nek AB-re vett i” tiikorképére
is. Bzt akkor kapjuk, ha a P-hez hozzirendelt kordk kdzéppontjait F"'-ben vessziik fel.

Végiil ha Oy az F'-n, O pedig F”-n van, az ut6bbit jeldljiik OF-vel, akkor O5 nyilvan mindig a fenti Oz-nek AB-re
vett tiikorképe. Igy OY, P és O; egy egyenesbe esnek, mert a tiikrozés, valamint az APO; és BPOy egyenl6 szaru
haromszogek hasonlosidga miatt O5 PB<< = Oy PB< = O; PA<, tehat a P-hoz rendelt két kor érinti egymést. Ezért
masodik k6zos pontjuk is maga P.

Mindezek szerint a keresett mértani hely az i’, i" korivekb6l és az AB szakaszbol all, A-t, B-t nem hozzaszamitva.

2. dbra

Bulkai Lajos (Gyor, Czuczor G. g. L. o. t.)

II. megoldas. Csak az F'-beli M pontok mértani helyét vizsgéljuk. Az I. megoldasbeli w szog allandosaga folytan
az O1AB és O3B A szogek is allandok, tehat O; és O a P minden helyzetében annak az ABC' egyenl$ szard harom-
szognek a szarain vannak, amelyre AC = BC = A - AB és ACB< = w, mégpedig ugy, hagy PO, || BC, PO || AC.
Megmutatjuk, hogy M mindig rajta van az ABCA koriilirt korének F'-beli ivén. A szimmetria miatt szoritkozhatunk
az EB szakaszon lev6 pontokra, ahol E az AB szakasz felezGpontja.

3. dbra



Ha P = FE, akkor nyilvin M = C. — Az O PO>C idom mindig paralelogramma, ezért az O10:CA egybevigd
és azonos koriiljardsa O201 P-vel, ez pedig egybevago és ellentétes koriiljarasa O2O01 M-mel, mert M a P tiikorképe
0104-re. Ezért O102C és 0201 M egymas tiikorképei O1 04 felez6 merélegesére, tehat 0102 M C' egyenls széard (hir-)
trapéz és O, MCO< = O;CM<. Igy az ABMC négyszog A és M cstcsainal levs szogek Ssszege:

BAC<+ BMC< = ABC< + (BMO2<+ O2MC<«) = (ABC<1+ O2BM <)+
+0,CM = ABM<+ ACM<,

egyenlS a B és C csicsokndl levs szogek Osszegével, tehat a négyszog hiurnégyszog. Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Megforditva: az ABC/A\ koré irt kor A-t nem tartalmazd BC' ivén felvett tetszés szerinti M*-hoz gy kapjuk az
6t elsallito P* pontot, mint a BM™ felez6 merdlegesével BC-b6l kimetszett O pont koriil O3B = O5M™ sugérral
irt k3 kornek AB-vel valo masodik metszéspontjat. Igy a P*BOy egyenld szart haromszog hasonlé ABC A-hoz, mert
B-nél levs szogiik kozos, ezért O3 P* = )\ - P* B, vagyis O3 azonos a P*-hoz rendelt Os-vel, k3 azonos ko-vel, tehat ko
valoban atmegy M *-on; tovabba P*Os || AC. A P*-hoz rendelt O1-et AC-b6l a P*-on atmend, BC-vel parhuzamos
metszi ki, és csak azt kell belatnunk, hogy az O; koriil O, P sugarral irt kor dtmegy M*-on. M™ felvétele folytan
BAC< + BM*C< = ABM*< + ACM*<. Vonjuk ki ebbdl a feltevés és Oy szerkesztése folytan fennéllo BAC< +
BM*Oy< = ABC< + O2BM*< = ABM*< egyenl6séget, nyerjiik: OoM*C< = ACM*< = O1CM*<<. Masrészt
szerkesztésnél fogva CO; = OoP* = O M™, tehat a CM*Oq és M*COs haromszogek egybevagok, mert a C-ben, ill.
M*-ban levs szogeik és itt Osszefutd oldalaik egyenlSk. Ezért O1 M* egyenlé O2C-vel, ez pedig szerkesztésnél fogva
P*O-gyel, k1 sugaraval, tehat ki valéban atmegy M *-on.

Eszerint M mértani helye (F'-ben) az AB szakasz AM B< = ACB< = w nyilast latoszogkorive.

Corradi Gabor (Gyor, Czuczor G. g. IL..o0. t.)

Megjegyzés. A fentiek alapjan CO; + COy = CA, allando, és M-et igy is szarmaztathatjuk: egy ABC egyenld
szart haromszog (AC = BC) AC és BC szaran legyen Op és Os tgy, hogy O1C + COy = AC. Ekkor M az O1CO2
haromszog koré irt kor masodik kozos pontja a C-n atmend, O10s-vel parhuzamos egyenessel. Igy a feladat az 1961.
évi Arany Daniel tanuléversenyek haladé fokan a II. forduloban kitizott 3. feladatl] altalanositésa arra az esetre, ha
derékszog helyett a A-val meghatarozott AC B szogbdl indulunk ki. A =1/ V2 esetén az ACB szdg derékszig.

Corradi Gabor
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