L. Elegend6 arra az esetre megoldanunk a feladatot, amikor hizhaté E-n at olyan egyenes, amely R belsejében
metszi c-t és d-t. Tegyiik ugyanis fel, hogy erre az esetre megoldottuk a feladatot és egy olyan E pont van adva,
amelyre a feltétel nem teljesiil (1. 4bra). Legyenek ¢ R-en levé szakaszanak végpontjai C’, C”, egy belsé pontja C*, d
egy R-en levd pontja D*, és a C*D* egyenesnek egy a C'C” E haromszog belsejébe esé pontja E*. Ekkor egyrészt a
feltétel szerint meg tudjuk szerkeszteni a kivant modon az E*M egyenes R-re es$ szakaszat. Masrészt EE* metszi a
c szakaszt, s igy feltétel szerint meg tudjuk szerkeszteni az E-t E*M és ¢ metszéspontjaval, vagyis M-mel 0sszekotd
egyenesnek az R-re es§ szakaszat is.

1. dbra

II. «) Tegyiik tehat fel, hogy lehet E-n at olyan e egyenest rajzolni (I. 1épés), amely c-t és d-t az R-en metszi —
a metszéspontok legyenek C, ill. D — tovabba, hogy FE a C'D szakaszon van. Ekkor a 645. gyakorlat 1. abrajan a b
egyenes szerepét atadhatjuk e-nek, az Ao és By pont szerepét M-nek, ill. E-nek, O és B-ét pedig C-, ill. D-nek. Igy a
¢, d egyenesek az a, ill. BAs egyenes szerepét kapjak, és feladatunk a Bs Ao egyenes megfelelGjének megszerkesztése.
(A 2. abra a régi és az 1j jeloléseket egyarant mutatja.)

2. dbra

Ezek utan egy a c-nek R-beli szakaszan, C' és M kozott tetszés szerint felvett A; pontbol kiindulva (II. 1épés)
EM-et a kovetkezs 1épésekben kapjuk:

II1.: meghtizzuk A1 D = A; B-t;

IV.: ezzel E-n at fektetett FA = By A parhuzamossal c-bdl kimetssziik A-t;

V.: a d-vel A-n at fektetett parhuzamossal e-b6l kimetssziik Bi-et;

VI.: meghtzzuk A; Bi-et; ekkor

VIL.: ezzel az E-n at fektetett parhuzamos a keresett M E egyenes.

Meg kell mutatnunk, hogy lépéseink mindegyike R-ben végrehajthat6. Ehhez R-rél csak azt hasznéljuk fel, hogy
barmely két pontja kozti szakasznak minden pontja ugyancsak az R-en van (vagyis, hogy R egy konvex idom belseje).

Valoban, mivel £ a CD = OB szakaszon van, és mert a IV. egyenes parhuzamos a III-kal, azért A az OA; szakasz
pontja, tehat O és A;j-gyel egyiitt R-en van. Ezért A az OM szakaszon van, és mivel az V. egyenes parhuzamos d-vel,
azért B, a CD szakaszon van. Igy az A, B; szakasz R-en van, tehat a vele parhuzamos, F-n a4tmend egyenesnek R-en
lev6 szakasza megrajzolhato.

A felhasznalt parhuzamosok szerkesztése ugyancsak elvégezhets R-en; pl. a IV. lépésben az A1 D szakaszon olyan
S1 segédpontot véve, amelyre S1D < AFE, az EDJS; haromszoget EDS.S2 paralelogramméava kiegészitd Se pont az
AF szakaszon, tehat R-en van.

Szerkesztésiink akkor is végrehajthato, ha F az R-nek keriileti pontja, hacsak M az e-nek — amely igy legalabb a
CD szakaszon R hatarvonalat képezi — azon az oldalan van, mint R.



3. dbra

B) Arra az esetre, ha a CD szakasz nem tartalmazza E-t, a ¢ és d betiik esetleges felcserélésével mindenesetre
elérhetjiik, hogy CE > DE legyen. Ekkor a fentiekben elég B és By szerepét felcserélniink, vagyis £ = B, D = Bs,
d = BoAs, és a keresett EM = BAs egyenest a II1.: FA;; IV.: DA; V.: A1 By; VI.: ABy; VIL.: BAs lépésekben kapjuk
(3. abra). E ekkor is lehet R élén, de nem lehet R cstcsaban, mert igy az EM egyenesnek esetleg nincs R-en E-t6l
kiilonb06z6 pontja.

A fenti II. lépésnek el6feltétele, hogy kijelolhessiik a C-vel kettévigott c-nek azt a félegyenesét, amelyen a kies6 M
pont van. Ezt egy az e-vel parhuzamos ¢’ egyenes felhasznalasédval mindenesetre megallapithatjuk. Ha ugyanis ¢’ a c,
d-t C’, D'-ben metszi, akkor C'D’ < CD esetén M az e-nek azon az oldalan van, mint ¢/, C'D’ > CD esetén pedig
az ellenkezén. C'D’ = C'D lehetetlen, mert ¢ és d nem parhuzamosak.
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Megjegyzések. 1. Megmutatjuk, hogy ha E-n 4t nem lehet a ¢ és d mindegyikét R-en beliil metsz6 e egyenest hiizni,
akkor az idézett tételt kozvetleniil nem alkalmazhatjuk. Ugyanis, ha a 645. gyakorlat a, b egyenesei nem péarhuzamosak,
akkor az Gsszes szoban forgo egyeneseket metszik, az ABy A1 BA; By hatszog oldalegyenesei pedig az Osszes egyenesek
koziil csak egy masik egyenest nem metszenek, azt, amellyel parhuzamosak. Igy a tételben szerepls 7 pont mindegyikén
at van olyan egyenes, amely az Osszes tobbi egyeneseket metszi, tehat az E pont a tételben szereplS pontok egyikének
szerepét sem veheti at.

2. A dolgozatot bekiild6 versenyzok tobbsége tévesen két részbdl allonak tekintette a kérdést, és csak a vélt 1.
résszel foglalkozott, ti. az EM egyenesnek valamely, a 645. gyakorlat tételét fel nem hasznaldé megszerkesztésével.
Ezzel szemben csak egyet kellett megmutatni, azt, hogy az EM egyenes R-en levs szakasza a 645. gyakorlat tétele
alapjan megszerkeszthets. A legtobb téves dolgozat E-n at ¢, d-vel parhuzamost, vagy rajuk merdlegest szerkesztett,
és ezeknek az adott egyenesekkel valé metszéspontjat és tovabbi pontokat felhasznalva vélt célhoz jutni, nem torédve
azzal, hogy az emlitett pontok biztosan R-en adédnak-e.



