A tetszés szerinti jegyet j-vel jelolve a 33335 alak j = 0, 1, 2, ... 9-cel tiz egymés uténi természetes szamot ad
meg. Négyzetiiket a legkisebb 33330% = 1110888900 = N-bsl kiindulva az

(1) (n+1)% =0+ [n+ (n+1)]

azonossag alapjan egymas utan konnyen képezhetjiik. A szogletes zardjelbeli d hozzdadando értéke az elsé lépésben
33330 + 33331 = 66661, lépésenként 1 + 1 = 2-vel novekszik: 66 663, 66665, ..., és az utolsé (a 9-ik) lépésben
33 338+33 339 = 66 677-ct tesz ki. Mindegyik érték kisebb 10°-nél, a 9 novelés Ssszege kisebb 10°-nal, ezért a legnagyobb
szamra 333392 < N +10% = 1111 888900. Eszerint valamennyi négyzet az 111 jegyharmassal kezdsdik, az allitasnak
megfeleléen. E harom jegy felirasat az (1) szerinti képezésben mellézve az egyméas uténi négyzetek utolsod 7 jegye
rendre:

0888900, +66661, =0955561, +66663= 1022224, +66665=

= 1088889, s.i.t. 1155556, 1222225,
1288896, 1355569, 1422244,
1488921.

Valoban mind a tizben van két szomszédos egyez6 szamjegy: az ezres és a tizezres értéki helyen 4llo jegy, s6t az utolsd
kivételével e két jeggyel legalabb egyik szomszédjuk is egyezik (az els6 négyzet kivételével a szazas helyen allo jegy
mindig, az els6ben pedig a széazezres értékii). — Eszerint a f = 9 eset kivételével minden 3333j%-ben van két legalabb
3-tagl, egymas uténi egyezd jegyekbdl allo szamjegy—sorozat, s6t 7 = 2, 3, 4 és 5-re mindkét sorozat legalabb 4-tagu.

A 6666;% szamokra az el6z6k alapjan mar kevesebb szamitéssal célhoz ériink M = 66660 = (2-33 330)2 =
4-1110888900 = 4443555600 elsé harom jegye 4-es, és ez minden 6666j°-ben fennall, ha j = 1, 2, ..., 9, mert
legnagyobbjukra: 66 669% < 66670% = (2-33335)° = 4- 1111222225 = 4444 888900. — Egyenlok e szdmok ezres és
tizezres jegyei is. Ezt M-ben kozvetleniil latjuk, 7 = 1, 2, ..., 9-re pedig abbdl, hogy a 66661, ..., 66669 szamok
n = 33339, ..., 33331-gyel paronként 10°-t adnak Osszegiil, marpedig a

(10° — n)? = (10° — 2n)10° + n?

azonossag szerint n? és (10° — n)2 utols6 6t jegye ugyanaz, e két szam a jobb oldal elsé tagja szerint csak a 10° és
magasabb értéki helyeken all6 jegyekben kiilonbozhet. — Eszerint a 33 339%-nek megfelels 66 6612 kivételével minden

6666;°-ben van két legalabb haromtagi, a kovetelményeknek eleget tevs szamjegysorozat.

Még egyszeriibb a harmadik négyzetsorozat esete. Ugyanis 999952 = (100 000 — j’)2 = (10° — j’)2 = (10°—25")105+
4%, ahol j/ = 10,9, 8, ..., 2, 1. Igy 5% < 100, ezért az els6 6t helyre csak a 10° — 25" = 99980, 99982, ..., 99998
szamok jegyei jonnek szoba, tehat legalabb az elss harom jegy 9-es. A tovabbi 6t helyen j2 all, felirasahoz legfeljebb
harom jegy kell, tehat az ezres és a tizezres jegy 0, s6t a j' = 10 eset kivételével a szazas értékd jegy is. j° = 10
esetén viszont a szazezres jegy is 0, tehat e sorozat négyzetei kivétel nélkiil két legalabb 3 tagt egyenls jegyekbdl allo
jegysorozatot tartalmaznak.

Megmutatjuk, hogy a 333352 szamokban latott ismétlédések az alap jegyei kozti ismétlsdés kovetkezményei, és
evvel parhuzamosan a b) allitast is bebizonyitjuk. L = 99990% = 9998 000 100-b6l indulunk ki, ebben mar lattuk a
9-es és 0 jegyek ismeétlgdesének okat. Mivel 33330 = 99900 : 3, azért N-et az L : 3% = L : 9 osztasbol is szamithatjuk.
Részletes feliras nélkiil latjuk, hogy a hényados elsé harom jegye 1-es, a negyedik 0; ez utdn hirom egymas utani
lépésben a részletosztand6 80, a hanyados Gj jegye 8, és a maradék is 8; majd a 81-es részletosztandobol N-be egy
9-est kapunk, végiil két 0 zarja be N jegyeinek sorat.

Altalaban (k > 2 esetén) a k szamu 9-es utan egy 0-sal irt szam négyzete

L* =99...902 = (10F1 — 10)* = 10242 — 2. 1042 1 102 =
k
= (10F — 2)10*2 4 102

Itt 10F —2 az a k jeggyel irt szadm, melynek els6 k — 1 jegye 9-es, az utols6 pedig 8-as. Erre a 10%*+2 tényezs miatt
k + 2 szamu 0 kovetkeznék, de ezt a sorozatot a 102 tag l-ese megszakitja, 3 jeggyel k — 1 tagtra roviditi, tehat

L*=99...9800...0100.
—— =
k—1 k—1

(k—1 > 1, ezért lehet ismétlGdésrdl beszélni). — Marmost a k szamu 3-as utan egy 0-sal irt szam négyzete L*-nak 1/9
része. A k = 4 eset fenti mintajara nyilvanvalo, hogy az L* /9 hanyadosban k — 1 szamu 1-es utan egy 0 lép fel, ezeket
k — 1 szamau 8-as, egy 9-es és két 0 koveti:

N*=33...302=11...1088...8900.
N—_—— N——— - —
k k—1 k—1



FeltiinG, hogy a 33332 szamok fenti elrendezésének elsg oszlopaban, vagyis a j = 0, 3, 6, 9 értékekre az ezres és
tizezres helyen ugyanaz a jegy, a 8-as ismétlédik. Ez az

(n+3)°>=n?+ [3n +3(n+3)]

azonossaggal magyarazhato. Ugyanis 3n + 3(n + 3) = d’ értéke rendre 99990 + 99999 = 199989 = 2-10° — 11, ill.
2.10°47 és 2-10° 4 25, vagyis a novelés kerek szazezrestdl csak ,kicsit” tér el. Igy a megfelel6 négyzetek kozott csak a
10° és esetleg a 105, masrésat az 1, 10 és esetleg a 10% érteki jegyekben van kiilonbség, de a 10 és 10* értékii jegyekben
nincs, ugyanis az N utolsé harom jegyével irt 900 egyrészt nagyobb a d’ els§ értékében szerepld 11-es kivonandonal,
mésrészt a harom d’ érték 6 - 10° 4 21 sszegében szerepld 21-gyel novelve sem éri el 108-t. Mivel N ezres jegye éppen
1-gyel kisebb a szazasanél, azért a —11 tag hozzdadasaval j = 3 esetén a szézas is egyezik az ezressel, ugyanigy j = 6-
nél is, mert —11+ 7 < 0; de mar j7 = 9-nél a szézas jegy ismét nagyobb az ezresnél, mert —11 + 7+ 25 > 0. Ezért van,
hogy j =9 esetén a masodik jegysorozat csak 2 tagu.

A 33331%-ben felleps 555 jegysorozatbeli ismétlgdeést az magyarazza, hogy N ezres jegye 1-gyel kisebb a szézasnal,
és ezt a hidnyt a d = 66 661 szézasanak hozzaadasakor fellepé 1 maradék (9 - 10246-102=15-102=1-10>+5 -
10?) kiegyenliti és ez a tizezresben is megismétlsdik. Hasonloan 33 3322 azért 6rokli a 102, 103 és 10* értékid jegyek
megegyezését 33 3312-t61, mert ebben a szazas helyen allo 5 is 1-gyel kisebb a tizes helyen allo 6-nal, és ezt a hianyt
d = 66 663 hozzaadasakor a tizes oszlopbdl felléps 1 maradék kiegyenliti.

Ezek alapjan megérthets a fenti elrendezés 2-ik és 3-ik oszlopdban az 5-0s, ill. 2-es jegyek ismétlgdése. Ugyanis a
j =1, 4, 7-hez és j = 2, 5, 8-hoz tartozé négyzeteken végigmenve d’ értékében 2 - 10° utan masodik tagként hozza
képest ismét kicsi tagok lépnek fel: —5 és +13, ill. +1 és +19. Ezért marad véltozatlanul a 10*, 10®, 10% helyen allo
555, ill. 222 jegyharmas, tovabba mert 61 > 5 és 61 — 5 + 13 < 10%, ill. 24 + 1 + 19 < 10%, ahol 61 és 24 a 333312 és
333322 utolso két jegyével irt szam.

Méarmost a 8-as, 5-0s, ill. 2-es jegyek sorozatai N*-bol a 33...352,1 £ j £ 9 szamokra is 4toroklddnek, mert az
alapban a 3-asok, az els6 két d-ben a 6-osok és N*-ban a 8-asok szama ugyanannyival valtozik: 4-r6l k-ra, ill. 3-rél
k — 1-re, és e jegysorozatok is ugyanazon értékid helyen végzédnek, mint k = 4 esetén; tovabba a d’-beli 2 - 10° tag
2. 10% 1 _re valtozik, ugyanis pl. a legkisebb tagban

99...90+99...99 = (10! — 10) + (10F+! — 1) = 2. 10F — 11.
k k+1

E jegysorozatok jegyeinek szama a 3-nak megfelel k — 1, csupan a 33...39%ben a 2-nek megfelels k — 2.

A négyzetek elején allo 1-esek k — 1 tagu sorozata pedig azért 6rokldik 4t N*-bol, mert a kilenc d mindegyike
kisebb 1051-neél, 5sszegiik kisebb 10¥2-nél, és igy N* kozbiilss 0 jegye helyére is legfeljebb 1-es léphet.

Ezek szerint 33...39%-ben egy k-tagu és egy k — 2-tagi egymaés utani egyenls jegyekbol allo szamjegysorozat lép
fel, a tobbi kilenc négyzetben pedig mindkét jegysorozat tagjainak szama legalabb k — 1. 33...30%-ben a masodik
jegysorozat 1-gyel magasabb értékid helyen kezd&dik és végzSdik, mint a tobbi nyolcban.
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