L. Tekintsiik a 3/5 tortet és probéalkozzunk egyik osszeadandoként 2 reciprokaval. (1 reciproka ugyanis még nagyobb
3/5-nél.) Ha a 3/5 — 1/2 kiilonbség valamely természetes szam reciproka, akkor maris megoldast kaptunk. Valoban
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3 reciprokaval nem kapunk felbontést, mert 3/5 — 1/3 = 4/15 reciproka nem természetes szam. 4 és nagyobb egész
szam reciprokaval felesleges tovabb probéalkoznunk, mert 1/4 kisebb 3/5 felénél, 3/10-nél, tehat a masik sszeadandonak
nagyobbnak kellene lennie 1/4-nél, a természetes szamnak pedig kisebbnek 4-nél. Igy t&bb felbontas nincs.

Hasonléan
3 1 1 1
0 1720 5710
Itt az els6 felbontas tagjainak reciprokai: 4 és 20 kétszer akkorak, mint 3/5 esetében a 2 és 10 szamok. Ebbdl sejtjik,
hogy minden 3/5n alaku tort, vagyis a 3/5-nél n-szer kisebb szam — ahol n tetszés szerinti termeészetes szam — felirhato
a 2 és 10-nél n-szer nagyobb 2n és 10n természetes szamok reciprokinak Osszege gyanant. Tovabba 3/10 méasodik
felbontasanak mintajara, ha n paros, n = 2k (k természetes szam) vagyis 5n = 10k, akkor 3/5n = 3/10k, az 5k és 10k

szamok reciproka Osszege gyanant is felirhat6. Valoban
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Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
Tovabb folytatva hasonldéan kapjuk: 3/15 = 1/5 = 1/6 + 1/30 = 1/10+ +1/10, a méasodik felbontds két tagja
egyenl. Altalaban 3/5n akkor egyenlé x reciprokanak 2-szeresével, vagyis
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ez pedig akkor, és csak akkor egész, ha n tobbszorose 3-nak.
n = 3k esetében még egy Osszegfelbontast adhatunk 3/5n-re. llyenkor a 3/15, 3/30, 3/45, ... szamok az 1/5, 1/10, 1/15, ...
alakban frhatok, és ismeretes, hogy az
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azonossag alapjan a 2, 3, 4, ... szdmok reciproka felirhat6é két nagyobb; kiillonb6z8 egész szam reciprokanak Osszege
gyanant.

II. 3/5 nem irhato6 a kivant alakt kiilonbségként, mert a kisebbitendé csak az 5/3-nal kisebb 1 reciproka lehetne,
méarpedig 1/1 — 3/5 = 2/5, és ennek reciproka nem egész. Megmutatjuk viszont, hogy minden tovabbi adott szam
elgallithato a kivant alakban. Erre az alabbiak szerint johetiink ra. 3/10 esetében a kisebbitendd reciprokanak kisebbnek
kell lennie 10/3-nal, igy csak 1, 2, 3 johet szoba. Marmost

13 7 1 3 4 1 1 3 1
1 10 100 2 10 20 5 3 10 30
cohiit 3.1 1 1 1
A 0T 2753 30
Hasonloan 3/15 = 1/5 esetében
1174 1 1 3 1 1 2 1 1 1
5 5 2 5 100 3 5 150 4 5 20’
tehat _1 !
15 4 20
3/20 esetében
3 17 1 3 14 7 1 3 1
20 200 2 20 40 200 3 20 60’
1 3 8 1 1 3 5 1 1 3 2 1
4 20 8 100 5 20 100 200 6 20 120 60’
cohit 1 1 1 1 1 1
20 4 10 5 20 6 60
Eszrevessziik, hogy az
1 3 1 3 1 1 1 3
x 10’ x 15 x 5 x 20
kiilonbségben, ha k6z0s nevezének mindig a két nevezs szorzatat vessziik, és = helyére sorra az 1, 2, 3, ... szdmokat

helyettesitjiik addig, amig a kiilonbség még pozitiv, akkor (az esetleges egyszertsités el6tti) szamlalok szabalyosan



kisebbednek: 7, 4, 1,ill. 4, 3, 2, 1,ill. 17, 14, 11, 8, 5, 2. Az els6 két sorozat végén fellépett az 1-es szamlélo, a
harmadikban pedig egyszertsithettiink 8, 5, ill. 2-vel, ezen mult a felbontas lehetGsége.
Altalaban az
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alak szamlalojanak csokkenése = névekedésével 3 egységnyi lépésekben torténik, igy minden esetben eljutunk vagy a
3-as, vagy a 2-es, vagy az 1-es szamlalora.

Vegyiik sorra e harom lehetGséget. 5n — 3z = 3 akkor ad6dik, ha van olyan x egész szdm, amelyre 5n = 3x + 3 =
3(x+1), vagyis ha n oszthat6 3-mal, n = 3k alaku, ahol k =1, 2, 3, .... Ekkor (1) jobb oldala 3-mal egyszertsithetd:
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5n — 3z = 1 adédik, ha van olyan x egész szam, amelyre
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tehat ha n+ 1 oszthato 3-mal: n+ 1 = 3k, vagyis n = 3k — 1, és ekkor = 2n — k = 5k — 2. Ekkor (1)-bdl egyszertsités
nélkiil:
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Végiil 5n — 3z = 2 adédik, ha
x—5n_2—n+2n_2—n+2 n—1
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tehat ha n — 1 oszthat6 3-mal, n — 1 = 3k, vagyis n = 3k + 1, és ekkor = n + 2k = 5k + 1. Ekkor (1) jobb oldala
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Ez paratlan k esetén egyszertsithets 2-vel, mert ilyenkor a nevezs zarojeles tényezsi parosak, ilyen volt 3/20 esete,
mert ott 5n = 20, n = 4 = 3 -1+ 1. Paros k esetén (4) nem egyszertisithet6. Ekkor viszont a cstkkeng szamlalok
sorozatanak utolsé el6tti tagja 5, ez a nevezének is tényezdje, tehat egyszeriisitve 1-es szdmlalot kapunk. n = 3k+1-gyel
és bn — 3z = 5-tel
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Ezek szerint a 3k + 1 alaka n szdmok esetére a
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felbontas mindig lehetséges, tovabbé péaratlan k, vagyis k = 25 + 1, ésn = 3k+1 = 65 +4 = 2(3j + 2) esetére
x=5k+1=10j+ 6 =2(5j + 3)-mal és (4)-b6l 2/5nx = 1/[5(3j + 2)(10j + 6)]-tal a kovetkezs felbontés is érvényes:
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Mivel minden n egész szam vagy a 3k, vagy a 3k — 1, vagy a 3k + 1 alakban irhato, azért 3/10-t6l kezdve (2),
(3), ill. (5) szerint valoban valamennyi adott szam irhato két természetes szam reciprokanak kiilonbségeként. Az (5)
felbontas azért nem érvényes a 3/5 tortre, azaz n = 1-re, mert akkor k = 0, és a jobb oldalnak nincs értelme.
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