I. megoldas: Egyenletiink = és y-ra szimmetrikus, méasodfokd, hatarozatlan egyenlet, a megoldasra vonatkozo
Diophantosz-i kdvetelménnyel. Tekintsiik benne egyediil z-et ismeretlennek, y-t pedig olyan paraméternek, amely csak
egész értékeket vehet fel. O-ra redukalva, majd az oldoképlettel:

= (y+ 1z + (y* —y) =0,

Lyt 1) a2 - y)
B 2

(2) x

x akkor és csak akkor valés, ha a D diszkrimindns nem negativ, akkor és csak akkor raciondlis, ha D teljes négyzet,
végiil akkor és csak akkor egész, ha (2)-ben a szamléalo paros. D = 0 &ll be, ha

(y+1)° —4(y? —y) = 3> +6y+1=0,

vagyis
—6 + V48 —6 — /48
y':+7 ~—0,15... és y'=—""~215...
—6 —6
Ezekkel a masodfoku egyenlet gySktényezss alakja alapjan D igy irhato:
(3) D==3(y—y)y—y").
Eszerint, az iy < y” nagysagviszonyra tekintettel, D > 0 csak a
(4) Yy <y<vy', azaz —0,15...<y<215...

értékekre teljesiil, mert a (3)-beli kiilonbségek csak igy ellentett jeliek. (4)-nek a kovetkezs harom egész szam tesz
eleget:
y1=0, y2=1, ys=2.

Velik D mindegyik esetben teljes négyzet: 1, 4, 1, és négyzetgyoke ellentétes parossaga y-nal, ennélfogva egyezé
parossagu (2) szamlalojanak elss tagjaval, y + 1-gyel, igy « mindig egész:

x11 =0, T = 0, 31 =1,

z12 = 1; Too = 2, T32 = 2.
Mindezek szerint egyenletiink megoldéasai a kovetkez6 szadmpéarok:
(0,0), (1,0, (2,1), (2,2), (1,2) ¢ (0,1).

Horvdth Kdlmdn (Kaposvar, Tancsics M. g. IL o. t.)

Megjegyzések. 1. D nem negativ voltanak és teljes négyzet voltanak elsirasat egybe kapcsolhatjuk a D = e?
kovetelménybe, ahol e nemnegativ egész szam. Ekkor

=3y +by+l=¢’ gy
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és mivel y is egész, azért (4 — 62) /3 = f?, ahol nem negativ egész, masképpen e? 4+ 3f2 = 4. Ezt nyilvan csak
e? = f2=16se® =4, f> =0 elégiti ki, és ezekbdl jutunk az y = 0 és y = 2, valamint y = 1 értékekre.
Schonweitz Tivadar (Pannonhalma, Bencés g. II. o. t.)
2. Burkoltabb formaban, de 1ényegében ugyanerre jut a kovetkezs megoldas is.
Legyen x +y = u és x —y = v, és fejezziik ki 2% + y>-t és zy-t az
(3:2 + yz) + 2zy = u? (a:2 + yz) — 22y = v?
egyenletrendszerbél: z* + y* = (u® +v?) /2, zy = (u® — v*) /4. Ezeket (1)-be helyettesitve
du = u? + 3v°, masképpen (u—2)%+3v% =4,

amib6l I: u—2 = £2 és v = 0, ez u, v-re 2 megoldas, tovabbé II: u—2 = +1, v = £1, tovabbi 4 megoldas. Minden egyes
u, v megoldasbol egy x, y megoldast kapunk a helyettesitést visszafordito z = (u 4+ v)/2, y = (u — v)/2 képletekbol,
és ezek egészek, mert a kapott u, v értékpérok tagjai egyenld parossagaak.



3. Bizonyitas nélkiil megjegyezziik, hogy az adott egyenlet O-ra redukalt alakjanak a koordinata-rendszerben az
abran lathato ellipszis felel meg. Latjuk, hogy a vonal csak a kapott 6 racsponton megy at, vagyis csak e 6 pontjanak
mindkét koordinataja egész szam. (Olyan pontja nincs is az ellipszisnek, amelyre csak az egyik koordinéta egész.)

II. megoldas: Az (1) egyenlet = és y-ra szimmetrikus, méasodfoku, ezért barmelyik ismeretlen értékét megvalasztva
a masikra legfeljebb 2 érték adoédik. Konnyd latni, hogy az I: z = y = 0 értékpar kielégiti az egyenletet. Keressiik meg
az y = 0 mellett adodé masodik = gyokot! Ekkor (1) igy alakul: = 22, ennek egyik gydke z; = 0, amit Gjra meg
kellett kapnunk, a méasik xo = 1, egész szam. Kaptuk a II: (1, 0) értékpart. Ebbol x és y felcserélésével kapjuk a III:
(0, 1) értékpart. Eszerint y = 1 mellett is van megoldas, keressiikk meg ismét a masik z-et: t4+1 = 22—z +1-b6lz; =0
(ez a III) és zo = 2, egész szam, tehat IV: (2, 1). Ebbdl felcseréléssel V' : (1, 2) és y = 2-bdl kiindulva hasonléan VI:
(2, 2).

Ezek utdn meg kell mutatnunk, hogy tobb megoldas nincs. Minden més megoldasban x és y vagy 0-nal kisebb,
vagy 2-nél nagyobb egész szdm volna.

Koénnyt belatni, hogy , y mindegyike nem lehet negativ, mert (1)-b&l atrendezéssel

2
r+y—ay=(z—y),

és itt x < 0, y < 0 mellett a bal oldal negativ, a jobb oldal pedig 0, vagy pozitiv. Ugyanezért olyan megoldas sincs,
amelyben x és y nagyobb 2-nél; az ellenkezs esetben ugyanis volna olyan pozitiv s, ¢ szampér, amelyre z = 2 + s,
y =2+ t, és teljesiilne az (1)-bsl adodo

C+s)+2+t)=02+5)—2+5)2+1)+2+1)7,
masképpen
—(s+t—+st)=(s—1)°
egyenlet. Végiil hasonléan olyan megoldas sincs, melyben z, y egyike negativ masika nagyobb 2-nél, pl. x < 0 és
y =2+, ahol t > 0, mert ezekkel (1)-bdl,
3:E—3t+xt=x2+t2+2,

és itt a bal oldal negativ volna, a jobb oldal pedig pozitiv.
Ezzel a megoldast befejeztiik.
Osszeallitva a kovetkezék dolgozatabol:
Szepesvdri Istvan (Budapest, Apaczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.)
Vesztergombi Gyérgy (Budapest, Piarista g. IL. o. t.)

Megjegyzés. Az utolso atalakitas helyett az aldbbiak szerint is belathatjuk, hogy lehetetlenségre vezet z < 0, y > 2
alaka megoldas feltételezése. (1) atalakitasaval

(2* —x) + (y* —y) = vy, masképpen xT—l + y—1_ 1

és itt a bal oldal mindkét tagja negativ vagy O lenne.
Kiss Tiinde (Tamési, Béri Balogh A. g. II. o. t.)

III. megoldas: Az egyenlet jobb és bal oldalanak kiilonbségét 2-vel szorozva a kifejezést négyzetekké tudjuk
alakitani:
202 —2xy+ 2y — 2 — 2y =% — 2wy + >+ 2® — 2w+ 9> — 2y =
=@—y’+@-1)"+@y-1" -2
Egyenletiink tehat a kovetkezs alakban irhato:

2

(z—y)P+@-1)2+y-1)7=2



Ez egész x, y értékekre csak ugy teljesiilhet, ha két négyzet értéke 1, a harmadiké 0. A lehetséges megoldasok tehat:
o) z=y,x—1==xl(=y—1),azazx =y =0vagy z =y = 2;
b) x=1,z—y==1,azazy =0, 2; és ekkor y — 1 = £1 is teljesiil;
¢) y=1,x—y==1,azaz x =2, 0, (ekkor x — 1 = +1).



