Legyenek az ABCD trapéz ismeretlen parhuzamos oldalai AB = a és CD = ¢, adott szérai BC' = b és DA = d,
adott atloi AC =e, BD = f.

Az oldalak parhuzamossiga egyenlGség alakjaban azzal jellemezhets, hogy az ABC és ABD haromszogparban
a kozos a alaphoz tartoz6 magassagok egyenlSk. Ebb6l tovabbmenve a teriiletek is egyenlSk. Ezt a Heron-képlettel
kifejezve — annak beszorzassal el6allo

16t* = 2(a®b* + b*c® + c*a®) — (a* + b* + )

alakjabol, ahol a, b, ¢ az oldalak — egyismeretlenes egyenletet kapunk a-ra (pontosabban: elssfoki egyismeretlenes
egyenletet a’-re):

16t% = 2(a?b* + b?e* + €%a?) — (a* + b + et) = 2(a® 2 + f2d® 4 d?a®) — (a* + f* + dY).
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Ugyanezzel a meggondolassal fejezhets ki ¢? az ACD és BCD haromszogek teriiletének egyenléségabél. Ekkor
mindéssze ¢ = CD és a = AB szerepe cserélédik meg, ¢ keresett kifejezését tehat megkapjuk, ha A és D szerepét és
egyidejileg B és C-ét felcseréljiik. Igy

b= BC helyére CB =b lép,

d=AD 5y DA:d77
e=AC . DB=f ,,
f:BD R CA:eH

tehat csak e és f cserélgdik meg:

(f2+62—b2—d2)(f2+d2—b2—62)
2(f2—|—b2—62—d2)

(2) =

Vegyiik észre, hogy (2) szamlalojanak 2-ik tényezGje és nevezGjének betiis tényezGje ugy is el6all, ha (1) megfelels
tényez6it felcseréljiik, majd (—1)-gyel szorozzuk. Ez az észrevétel megkonnyiti a szamitast. A két (—1)-gyel valo
szorzas természetesen el is maradhat. (Ugyanezen eredményre jutottunk volna az A, C és B, D betii-parok tagjainak
kolcsonos felcserélésével is.)

A szémitasokban a két szar-adatot nyilvan tetszés szerint oszthatjuk el b és d szerepére. Ez utan e és f megvalasz-
taséra 2 lehetGség latszik, de az egyikrdl a masikra valé attérés — vagyis e és f cseréje — mint lattuk — csupén felcseréli
a-t c-vel.

A szampéldakban

I.b=60,d=61,e =100, f = 109-el a = 80 és ¢ = 91; ez a trapéz derékszogli, BCLAB.

I. b=60,d =109, e = 61, f = 100-zal a = 11 és ¢ = 80. Ez a trapéz hurkolt, a B csucsnal az ABC haromszoghen
kisebb sz6g adddik, mint ABD-ben.

III. b =d = 25, e = f = 50-nel a és c kifejezése hatarozatlan, 0/0 alaku.

IV.b=d=17,e = 25, f = 39-cel a = ¢ = 28, ez a trapéz egyszersmind paralelogramma, mert parhuzamos oldalai
egyenldk.

A TII. példaban mind a szarak, mind az atlok egyenl6k, ezért a trapéz szimmetrikus. A hatarozatlansag magyaraza-
ta, hogy két adat: szar és atlo nem hatarozza meg egyértelmten a szimmetrikus trapézt. Az ABC és ABD haromszogek
mindegyikébdl a haromszog-egyenl6tlenséggel 25 < a < 75 adédik, e korlatok kozott valasztott barmely a-val az ABC
és BAD haromszogek tiikrosek AB felezs mer6legesére, és igy C'D parhuzamos AB-vel.

A TV. példa is egyenld szaru, de kiilonb6z6 atloju trapéz. Ilyen minden ferdeszogl paralelogramma.
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Megjegyzés. Az (1) és (2) eredmények teljes diszkussziojat mellgzve csak a kovetkezokre mutatunk ra:

1. a haromszog-egyenlGtlenséget az atlok eq, eq, f1, fo metszetei és a b, d szar altal meghatarozott két haromszogre
alkalmazva, majd osszeadassal kapjuk, hogy konvex trapézban egyrészt (eq — f1) + (e2 — f2) = e — f < b+ d, mésrészt
(e1+ fi)+(e2+ fo) =e+ f>b+d

2.b=d és e # f esetén a = ¢, a négyszog paralelogramma.

3. e = f és b+ desetén a = ¢, a négyszog hurkolt, cstcsait az a, ¢ oldalakkal és b, d atlokkal bir6 paralelogramma
csucsai adjak. (A 2. megéllapitas szemléletesen is belathato: az AB és C'D parhuzamos egyenesek tavolsagénak barmely
alkalmas — b, d, e, f mindegyikénél kisebb — megvélasztasa esetén az egyenld b, d szakaszpar egymashoz képest
kétféleképpen illeszthets AB és C'D kozé; ha nem parhuzamosak, akkor végpontjaik szimmetrikus trapézt alkotnak,
de ezt e # f kizérja; tehat parhuzamosak. Hasonloan lathatd be a 3. is.)

4. Nincs megoldas, ha a és ¢ nevezdje 0. Ilyenkor e > d esetén e* — d* = f? — b? = ¢g?(> 0), eszerint van olyan
konvex trapéz, melynek magassaga és egyik széra g, parhuzamos oldalai b és d, atléi e és f, és olyan konvex trapéz is,
melyben g atlo, e és f szarak.



