I. megoldas: Probaljuk meg a gyokoket tv/7 + u alakban elGallitani, ahol ¢ és u racionélis szamok. Mas szoval:
keressiink olyan racionélis ¢, u és v, w szampart, amellyel

(VT + ) = 409VT +1082,  (0V/T +w)’ = 409v/7 — 1082,
Az
(1) a+0)° = (a+b)*(a+0b)° = (a® + 2ab + b*)(a® + 3a%b + 3ab® + b°) =
= a® + 5a'b + 10a°b* + 10a?b> + 5ab* + b°

azonossag alapjan
(VT + 1) = 49657 + 245t*u + T085uVT + 106243 + 5tu VT + .

Feltevésiink szerint ¢, © hatvanyai is racionélisak, igy a jobb oldalt irraciondlis és raciondlis részre szétvalasztva
(VT + 1) = (4985 + 7063u? + 5tud)VT + (2454 + T0t2u® + ).

Igy olyan t, u szampart keresiink, amelyre all

(2) (49t* + 70t%u® + Hut)t = 409 6s

(3) (245t* + 70t%u? + ut)u = 1082.

Innen lathato, hogy ¢, u csak pozitivok lehetnek, mert a zardjelbeli hAromtagiak mindenképpen pozitivok.

Ha ¢, u-ra van egész megoldas, akkor (2) szerint ¢ paratlan, mert osztoja a paratlan 409 szamnak. Paratlan (2)
haromtaguja is; és mivel els6 tagja paratlan, masodik tagja paros, azért harmadik tagjanak, 5u*-nek is parosnak kell
lennie, igy u péaros. Viszont (3) szerint w nem lehet oszthatd 4-gyel, mert 1082 sem oszthato 4-gyel. Hasonloan sem
t, sem v nem oszthaté sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7-tel. Igy a ,kicsi” egész szamok koziil csak a t = 1, u = 2 parral
probalkozhatunk.

Ez (2) és (3) mindegyikét kielégiti, tehat

(V7 +2)° = 4097 + 1082.

Forditva, mivel a paratlan kitev6ji gy6kvonas (a valos szamok korében) egyértelmd, azért VT+2az egyetlen olyan
szam, melynek 5-ik hatvanya a jobb oldali szam, tehat

v/ 409v/7 + 1082 = V7 + 2.

A masodik tag hasonlé meghatarozasa csak abban tér el a fentit6l, hogy a (3)-nak megfelels egyenlet jobb oldalan —
1082 all. Eszerint itt v =1t =1, és u = 2 helyére w = —2 lép:

v/409v/7 — 1082 = V7 — 2.

Ezek utan a bizonyitando allitas helyessége nyilvanvalé.

Megjegyzés. t, u helyén mas egész szammal azért sem probalkozhatunk, mert (a téblazat szerint) 409 és 541
mindegyike torzsszam.

II. megoldas: Vegyiik észre, hogy az adott kiilonbség két tagjanak szorzata

i/ (409V/7 + 1082)(409v/7 — 1082) = /74092 — 10822 = /243 = 3.

Eszerint ha a bizonyitando¢ allitas helyes, akkor a két gyokkifejezést x és y-nal jelolve fennall a kovetkezs két egyenldség:

(4) x—y =4, xy = 3.

Tekintsiik (4)-et egyenletrendszernek és szamitsuk ki valamennyi olyan z, y szampart, amelyre (4) teljesiil. Ha ezek
kozott fellép az adott kiilonbség két tagjabol alakitott par, akkor (4) elsG egyenlete szerint az éllitas helyes. Mar most
(4)-bél x kikiiszobolésével

Y 4+4y—3=0, innen 1y =-2-7, ys=-2+7,

1'1:2—\/?, 1'2:24—\/?.
Az x1, y1 értékpar nyilvan nem azonos az allitasbeli gyokokkel, hiszen z; negativ, az els§ gyok pedig pozitiv. Az
Tg, Yo értékpar viszont — mint az I. megoldasban lattuk, megfelels.

és igy
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III. megoldas: x — y = d 6todik hatvanyat kifejezhetjiik d alacsonyabb hatvanyaival és az xy szorzattal. Ugyanis
az (1) azonossag szerint

& = (z—y)° = 2° — 5a'y + 102°y% — 102%y° + bay® —y° =
= (2° —y°) = Say(a® — y°) + 102%y* (2 — y),

és mivel

2* — P = (@ —y)(@® +ay+y?) = (- y)l@ —y)* + 3y,
azért
(5) (z—y)° = (2° —y°) — bay(z — y)* — 5ay*(z — y).

Ha figyelembe vessziik, hogy esetiinkben a II. megoldas szerint xy = 3 és
2® — y° = (4097 + 1082) — (4097 — 1082) = 2164,
evvel (5)-bdl egyenletet kapunk x — y = d-re. Azt 0-ra redukéalva
d® +15d° + 45d — 2164 = 0.

Ezt a d = 4 érték kielégiti: 1024 + 960 + 180 — 2164 = 0, és ez az egyetlen pozitiv gyoke. Valéban a bal oldal maradék
nélkiil oszthato (d — 4)-gyel:

d® 4 15d> + 45d — 2164 = (d — 4)(d* + 4d® + 31d® + 124d + 541).

Eszerint a szorzat méasodik tényez&je minden pozitiv d-re pozitiv, az els6 tényezd pedig minden 4-nél kisebb pozitiv
d-re negativ, minden 4-nél nagyobb d-re pozitiv, tehat a szorzat sohasem 0.

Mar pedig a bizonyitandé egyenl@ség bal oldala pozitiv szdm. Ugyanis az elsé gyok alatti szam nagyobb a mésodik
gyok alattinal, igy ez all 5-ik gyokeikre is. Valoban (5) szerint

2’ —y® = (x — )| — y)* + 5ry(z — y)? + 52?7,

itt a szogletes zarojel értéke pozitiv, hiszen zy = 3 > 0, ezért 2° — y° és x — y egyenls jeltek. — Igy d = 4, az allitas
helyes.
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