Ha x helyére 10-et, a, b, ¢, d, e helyére pedig szamjegyeket irunk (vagyis a 0, 1, 2, ..., 8, 9 szamokat), akkor az
azonossag bal oldalan a tizes szamrendszer legfeljebb 5 jeggyel irhaté a - 10 +b-10% + ¢- 102 + d - 10 + e = abcde
szamat kapjuk. Masrészt igy 11 = x + 1, és ez a jobb oldal elsé négy tagjanak osztdja, mert

2= 1= (@2 + 1)@ — 1) = [0 + 1)(w — ) + 1),
P r1=@%—2z+1)(z+1),
22 —1=(x—1)(z+1).

Ezért az A, B, C,... betiikkel alkalmas egész szamokat jelolve
10 =114+1, 10*°=11B—1, 10>°=11C+1,

tovabbéa
10=11D-1 és 1=11E+1,

tehat

abede = 11(Aa+ Bb+ Cc+ Dd) + (a —b+c—d+e)
=11F+[(e+c+a)—(d+b)]=11F +r.

Ez azt jelenti, hogy az abcde és r szamok 11-gyel val6 osztasanal ugyanaz a maradék 1ép fel, hacsak r nem negativ;
mas szoval: abede — r oszthato 11-gyel. PL. 62738 és 7 = (8 4+ 7+ 6) — (3 + 2) = 16 osztésanal a maradék egyforman
5, mert 62738 = 5703 - 11+ 5 ¢és 16 = 1-11 + 5. Ha az osztasbol csak a maradékra van sziikségiink, azt igy joval
egyszertibben megallapithatjuk.

Ha r negativ, akkor helyette

abede = 11(F — 2) + (r + 22)

alapjan a fenti allitast a r+22 szamrél mondhatjuk ki, ez pedig pozitiv. (Esetleg méar r+11 sem negativ.) P1. 29 180-nak
,»11-es maradéka” 8, mert 29180 = = 2652 11+ 8 ésazr = (0+ 1+ 2) — (8 +9) = —14 helyett vett szam ugyancsak:
r422=28.

Az eljaras 5-nél kevesebb jegyi szamokra is alkalmazhato, pl. az els§ példaban kapott ,,16” szdémra a =b=c =10
ésr=6—1=>5.

Az eljarast ki lehet terjeszteni akarhény jegyti szdmokra. Mert a két egyenld paratlan kitevss hatvany osszegének,
valamint a két egyenl§ kitev6s hatvany kiillonbségének szorzatta alakitasarol ismert azonossagok szerint

g 1= (@ -2 2?4+ (@ + 1)

és

1 k—2

2 1= 1= (@) T @) T 22 e 1) =
=@ 242 2+ D) (@ - )]z +1).

Itt x = 10-et irva latjuk, hogy

(1) 1028+ = 116G - 1,
és
(2) 102 = 11H +1,

vagyis 10-nek minden (pozitiv) paratlan kitevés hatvanya 1-gyel kisebb, és minden (pozitiv) paros kitevés hatvanya
1-gyel nagyobb egy 11-gyel oszthaté szamnél. Ebbdl az adott azonossidg mintdjara konnyd belatni, hogy minden n
pozitiv egész szam irhatd egy 11-gyel oszthato pozitiv szam és egy az n szadmjegyeibdl egyszerten képezhets r szam
Osszegeként: n = 11J + r. Az r maradékot két Gsszeg kiilonbségeként irhatjuk. A kisebbitendd tagjai az n-ben jobbrol
szamitva paratlan sorszami helyeken all6 szamjegyek, vagyis amelyeknek helyi értéke 10-nek paros kitevss hatvanya
(lasd a (2) alakot), — a kivonando tagjai pedig n tovabbi, a paros sorszamu helyeken allo szamjegyei, vagyis a 102+1
helyi értékiiek (lasd az (1) alakot).

Ez azt jelenti, hogy barmely pozitiv egész szdm 11-es maradéka ugyanaz, mint az r szdm 11-es maradéka, ha r nem
negativ. Ha pedig r negativ, akkor r helyett barmely ' = r + 11K alakt pozitiv szam vehetd.

A szdmok 11-es maradéka felhasznélasaval a ,9-es proba” mintajara megadhatjuk a kivant feltételeket és azokat
egylittesen ,,11-es probanak” nevezhetjiik. A sokak el6tt ismeretes, de tObbnyire hidnyosan megfogalmazott 9-es proba
a kovetkezgket mondja ki.

a) Egy szam 9-cel valé osztasanal fellepé maradék — réviden: a szam 9-es maradéka — egyenls a szam szamjegyei
Osszegének 9-es maradékaval. Ennek esetleg ismételt alkalmazéasaval rovid tton megkaphatjuk az adott szam 9-cel valo



osztasaban felleps legkisebb nem-negativ 9-es maradékat, pl. 878 kilences maradéka annyi, mint 8 + 7 + 8 = 23-¢,
ezé pedig annyi mint 2 4+ 3 = 5-é, vagyis 5; valéban, 878 = 97 - 9 + 5; szorosabb értelemben ezt szokds nevezni 9-es
maradéknak.

B) Ahhoz, hogy adott szamok Osszegére kozolt szam helyes legyen, sziikséges, hogy az ,0Osszeg” 9-es maradéka
egyenls legyen az Osszeadandok 9-es maradékaibol képezett Osszeg 9-es maradékaval. (Vagyis ha a kivant megegyezés
nem teljesiil, akkor az 6sszegként kozolt szam hibas, vagy pedig a ,koénnyebb” szamitasokban van hiba). A maradékok
megegyezése viszont természetesen nem biztositja a kozolt eredmény helyességét, hiszen pl. egy szamban két jegyet
felcserélve altaldban mas szadmot kapunk, de maradéka ugyanaz, — vagyis e feltétel sziikséges, de nem elegendd.

) Hasonl6 a kiilonbség és a szorzat helyességének feltétele. Nem lehet helyes a kiilonbség, ha 9-es maradéka nem
egyezik a tagjai 9-es maradékabol (ugyanazon sorrendben) képezett kiilonbséggel (ill. — ha ez negativnak adédnék,
a 9-cel nagyobb szdmmal). Nem lehet helyes a szorzat, ha 9-es maradéka nem egyezik a tényezsi 9-es maradékabol
képezett szorzat 9-es maradékaval.

0) Mivel az osztast (teljes pontossaggal) szorzéssal és Osszeadéssal ellendrizziik: a ¢ hanyadost és r maradékot ado
a : b osztas akkor és csak akkor helyes, ha qb+r = a, azért a hanyados és a maradék egyidejd helyességéhez sziikséges,
hogy a q és b 9-es maradékainak szorzatabol és r-bél képezett Gsszeg 9-es maradéka egyenls legyen a 9-es maradékaval.

£) A 9-es proba az alapmiveletek eredményének csupan szamjegyeivel, vagyis ,alaki értékekkel” foglalkozik, azért
tizedes tortekkel végzett alapmiveletek eredményének ellendrzésére is hasznalhaté.

E feltételek bizonyitdsadra arra hivatkozunk, hogy ha az n szam 9-es maradéka r, akkor n — r oszthaté 9-cel:
n —r = 9A. Mar pedig 9-cel oszthato szamok Gsszege, kiilonbsége, ugyancsak oszthato 9-cel:

(n1—r1)+(n2—r2)—|—...—|—(nk—rk):9(A1+A2—|—...—|—Ak),

tehat valoban
(np+na+...4+nk)—(r1+re+...+rx) =9B;

és hasonléan
(n1 — Tl) — (7’L2 — ’I”Q) = (n1 — 7’L2) — (T1 — ’I”Q) = 9(A1 — AQ) = 90

Szorzasnal az n = 9A + r alakbol kiindulva
ning = (9A1 + Tl)(gAQ + TQ) = 9(A1T2 =+ AQ’I”l =+ 9A1A2) =+ rira,

igy ismét

ning —rirog = 9D,
és — a kiilonbségre tett megallapitas megforditasaval — ha egy kiilonbség oszthato 9-cel, akkor tagjainak 9-es maradéka
egyenld.

Nyilvanvalo, hogy amig egész szamokrol van sz6, a §)-d0) megéllapitasok valtozatlanul atvehetSk a 11-es proba
yhasznalati utasitasaba”. A 11-es maradék megéllapitasaban azonban a szamjegyek helyi értéke is 1ényeges; pl. 420-nak
és a belGle a tizedesvesszd eltolasaval adédott 42-nek 11-es maradékai kiillonbozsk: 2, ill. —2, azaz 9, azért tizedes
jegyeket is tartalmazo szamokkal végzett miiveletek ellenGrzéséhez tovabbi meggondolas sziikséges. A példat folytatva
4200, 42000, 420000, ...11-es maradéka valtakozva 9, 2, 9, ...-nek adodik. Kézenfekvs volna ennek alapjan a 4,2
és 0,42 tizedes tortek 11-es maradékat is 2-nek, 9-nek venni, de a ,szabalyok” atirdsa hosszadalmas volna. Gyakorla-
tilag megfelels, ha a miveletben megadott szamokat 10® = 100 olyan alkalmas hatvanyaval szorozzuk, hogy egészek
adodjanak és — osztasban — a hanyados kiszamitott része is egész legyen. Igy ugyanis az osztasi maradék is egész.

Megjegyzés. Tudatositani kivanjuk olvaséinkban azt, hogy a fenti probak alkalmazasa minden esetre azt jelenti,
hogy az alkalmaz6é még nem tekinti a széban forgo miiveletet befejezettnek. Ez a magyardzata annak, hogy egyesek
,hem matematikai” szabalynak tekintik e probakat. Valéban ,a matematikdban” a szdmitasi eredményelv helyességét
altaldban mar feltételezik, ott mar nem ez a kérdés; viszont eredménynek csak felelGsséggel ellenérzott adatot fogadunk
el. Amde az emberi élet semmiféle szamszert vonatkozasa nem zarhato ki a matematikabol, vagyis a szamitasi folyamat
kérdései sem. A fenti probak sem a tapasztalatbol adodtak, hanem az elmélet allapitotta meg azokat a gyakorlati
szamitas céljara.

Masreészt, felhivjuk versenyzinket, hogy minden szamitasukat valamilyen alkalmas modon ellenérizzék. Sok elvben
helyes dolgozatot a numerikus hibak rontanak el.



