I. megoldas: Tekintsiik a feladatot megoldottnak és legyen a keresett I, m; kor kozéppontja L1, My (a P-t
k-nak O kozéppontjaval 6sszekots p egyenesen, ill. az e-re Q-ban emelt ¢ merdlegesen) és kozos sugaruk r. A két kor
— sugaraik egyenlGsége folytan — csak kiilsé érintkezésben lehet egymaéssal, ezért Ly M; = 2r.
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1. dbra

Igy a PQM L, négyszogben ismerjiik a PQ oldalt, a P és Q-nal fekvs szogeket és a tobbi harom oldal ardnyat:
PLy: LMy : M1Q =1:2:1. A szogek és az arany alapjin e négyszoghoz szerkeszthetiink hasonlot, agy hogy p-re
P-t6l és g-ra Q-to0l felmérjiik a tetszés szerinti PL* = QM™ = d szakaszt, az M *-on at PQ-val huzott t* parhuzamost
elmetssziitk az L* korill 2d sugérral irt [*-korrel, a kapott M7 metszésponton &t parhuzamost hizunk g-val, és vessziik
ennek PQ-val valé QF metszéspontjat. Igy a PQjM; L* négyszog hasonld helyzett PQM, L;i-hez, ennélfogva M;-et
g-bol PM;-gyel metszhetjiik ki, Li-et pedig p-bol a Q7 L*-gal @-n at hdzott parhuzamossal.

Valoban, a PQM; és PQ7 M7, valamint a PQL, és PQ7L"* haromszogparok hasonlésagabol QM; : QT M| = PQ :
PQi = PLy : PL*, ezért QT M7 = QM™ = PL* folytan QMy = PLy = r; méasrészt PM; : PM{ = QM : Q1M =
r:d=PLy: PL", igy a PM;L, és PM{ L" haromszogek hasonlok, és L*M; = 2d folytan LiM; = 2r, tehat az Ly,
M pontok koriil r sugérral irt I3, m; korok érintik egymast, tovabbé a P-n, ill. @-n at p-re, g-ra meréGleges egyenest
és evvel k-t, ill. e-t.

™ és t* kolcsonos helyzete szerint M7 -ként 2, 1,0 pontot és ugyanennyi megoldéast kapunk. PL* és QM ™ egyikének
iranyat ellentétesre forditva ugyanezen eljarassal ismét legfeljebb 2 megoldas adodik, igy a megfelel6 korparok szama
altalaban legfeljebb 4. (Az dbran QM™™ = QM™, a megfelels t**-bsl adodo Ly, My kbzéppontok is fel vannak tiintetve.)
Konnyen belathato, hogy ha p és ¢ parhuzamosak, akkor a megoldasok szama 3. Nincs megoldés, vagy végtelen sok
megoldés van, ha P és () egybeesnek, aszerint, hogy k metszi e-t vagy érinti.
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Megjegyzés. A szerkesztés végrehajtdsaban Q7-et melldzhetjiik, mert (a bizonyités szerint) Ly az M7 L*-gal M;-en at
huzott parhuzamossal is kimetszhets, vagy kittizhet6 PL; = QM; alapjan, figyelembe véve, hogy PL; irdnya aszerint
egyez6, ill. ellentétes PL*-éval, amint PM{ és PM; iranyai megegyeznek, ill. ellentétesek.

II. megoldas: Legyen a k kor P-beli érint&jének e-vel valé metszéspontja R, a keresett korok érintkezési pontja
(az els6 korpéarra) Ty és RTi-nek a korokkel valo masodik metszéspontja S, S”; ekkor a sugarak egyenl@sége folytan
TS =T8".



2. dabra

Az R-bél hizott érintSkre és szel6kre (a 2. abran lathato helyzetben) RP? = RT) - RS’ = RTy(RTy + T1S') =
RT?+RT,-T,S', hasonléan RQ? = RTy-RS” = RT\(RT,—T1S") = RT} — RT,-T1S’. Ezekb6l RT? = (RP*+ RQ?)/2,
és ez T szaméara mértani helyként egy R koriili ko kort jelol ki, melynek sugara egyenls annak a négyzetnek az oldalaval,
amelyet az RP, RQ oldalakkal szerkesztett téglalap koré irhato korbe irtunk. Igy a sugar nagysagra RP és RQ kozé
esik, P és @ egyike kg-on beliil van, a masika kiviil, RP = RQ esetén pedig mindketts a kg-on.

Még egy mértani helyet ad PQ-nak T1-b6l vett latoszoge. A 2. abra helyzetében és jeloléseivel egyrészt a PQT)
haromszoghdl PT1Q< = 180° — T1 PQ< — ThQP<t = 180° — (a — v) — (B — 0) = 180° — (a + ) + (v + §), masrészt
PTQ< = LT1 My<—LiTh P<— QT My <t = 180° —(v+9), és e két kifejezésbdl (v+0) kikiiszobolésevel és (a+5)/2 = ¢
jeloléssel PT1Q< = 180° — e. (A kiilonbségek képezésében tamaszkodtunk az abrara, hogy ti. L1, M a p, ill. g-nak a
hasznalt félegyenesén vannak; igy 71 a PQ egyenesnek csak egyik partjan lehet, ennek megfelel6en PQ-nak két 180° —e
nyilast latoszogkorive koziil csak az ezen a parton fekvs i veendd figyelembe. Hasonléan az 1. d4bran vazolt tovabbi
megoldasokra PToQ< = ¢, PT5Q< = 90° — e, PT4Q< = 90° 4+ €.) A két mértani hely metszéspontja adja a keresett
korpar T érintkezési pontjat (P és @Q-nak ko-hoz képest elfoglalt helyzete folytan i1 csak egy pontban metszheti ko-t),
a kozéppontokat pedig TP, T'Q felezd merdlegese metszi ki p, g-bol.

III. megoldas: Toljuk el Mj-et LiP irdnyaban és nagysagaval; az el6allo M| az m; korén van (2.abra). Az
M; M, Q egyenl6 szart haromszog alakja megszerkeszthets, mert szdrainak iranya ¢ és p, igy megkapjuk oldalainak
QM : QM, = n arényat és a QM, alap iranyat. Masrészt PM, = LiM; = 2QM,. Ezek szerint Mj-re QM; :
PM; = n/2, ezért M rajta van egyrészt a PQ alappontokkal és a szerkeszthets n/2 aranymutatoval meghatarozott
Apolloniosz-koron, mésrészt a Q-n atmend, megszerkeszthetd iranyt QM félegyenesen, tehdt megszerkeszthets. Most
mér sorra megkapjuk mq-et, r-et és ezekbdl [;-et.
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