I. megoldas: Tekintsiik elsének a kiils6 érintkezések esetét. Legyen a ki, ko, k korok kozéppontja rendre Oy, Oa,
O, az els6 ketts sugara 71, ra, és valasszuk az indexezést agy, hogy r1 > ro; legyen az Ey Fs egyenesnek k1, ko-vel valo
masodik metszéspontja Ej, Ey, és O10s-vel valéo metszéspontja Hy. Errol a Hy-r6l mutatjuk meg, hogy E;Ea-nek
minden mas helyzetén is rajta fekszik.

1. dbra

Az érintések folytan az Oq, F1, O és Oz, Es, O pontharmasok egy egyenesbe esnek (1. abra), Ey, Fy elvalasztjak
a kozéppontokat, ezért O1, Os az EjFs-nek ugyanazon partjan fekszik, tehdt Hjy az O109 szakaszon kiviil van.
Az OlElEi; OElEQ és OQEéEg egyenl(’i szaru hé,I'OHlSZngkbfﬂ 01E1E1<I = 01E1E1<I = OE1E2<I = OE2E1< =
O2EyEY<t, és mivel E1E, és EoF) irdnyitasa egyezs, azért O1E] || OxFs, és az O1E} Hy, OzF>Hj, haromszogek
hasonlok. Ebb6l HyO; : HyOy = E1O; : E3O2 =11 : 79 > 1, tehat HyOy > HyOz, vagyis Hy, az O104 = d szakasznak
Os-n tali meghosszabbitasan fekszik, tovabba (HpO1 — HiOs2) : HyOs = d : HO2 = (r1 — 1) : 79 alapjan Hp-nak
Os-t61 valo tévolsaga HyOz = dra/(r1 —12), és ez valoban fiiggetlen k-tol. Masrészt O1 E és O2E» irdnyitasa is egyez,
tehat F]Es a ki, ko korok egy-egy parhuzamos és egyiranyt sugaranak végpontjait 6sszekots egyenes, Hy, pedig ennek
a korok centralisaval valé metszéspontja, vagyis a két kor kiilsé hasonlésagi pontja.

Ugyanigy bizonyitjuk az allitast, ha a valtoz6 kor ki és ke mindegyikével belss érintkezésben van (1. abra k'
kore, ennek — hogy abrank ne véljék zsafolttd, azt valasztottuk, amelynek érintési pontjai éppen Ef, Ej; a bizonyitas
megforditasabol kideriil, hogy ilyen kor van). A meggondolas bevezets része igy médosul: O; ugyanazon oldalan van
E}-nek, mint O, ugyanigy all Oy is Fj-hoz képest, ezért O1, Oy ismét ugyanazon oldalan van EjFE) nek, ismét az
0104 szakaszon kiviil fekvs Hy-ra jutunk. (Az dbran ky és ko, valamint az r’ sugart k' belss érintkezése olyan, hogy
k" magaba foglalja az adott kordket: ' > ry > ro; meggondoldsunk azonban ro < 7’ < 71 és 1’ < ro esetén is érvényes.)

2. dabra



Hasonloan bizonyithato a vegyesen kiils§ és belss érintkezések esete is (a 2. abra ismét két ilyet mutat; ezekben
is az £ és E' pontok szerepe felcserélodik, a k kor ki-et kiviilrsl, ko-t beliilrsl érinti és benne van ko-ben, k' pedig
benne van k1-ben és kiviilrdl érinti ko-t). A bizonyitas annyiban modosul, hogy Hy megfelelGje: Hy, az O 02 szakaszon
van, ugyanis O az FEj-nek ellentétes oldalan van mint O;, és Fs-nek ugyanazon oldalan, mint Os, ezért O1 és Os az
E1 Es-nek ellentétes oldalan fekiisznek, méasrészt hogy a hasonlé haromszogek Hp-nél fekvs szogei csicsszogek; végiil
HyO2 = dray/(r1 + 72), ami ismét allando. Hp a két kor belsé hasonlosagi pontja.

Ha az F}, F) ,mésodik” metszéspontok egybeesnek F, ill. Es-vel, akkor a szerepls egyenls szara haromszogek
elfajulnak, mert az alapjukon fekvs szogek 90°-osak lennének, ilyenkor k is elfajul ki és ko-nek valamelyik kozos
érintGjébe. Akkor is szakassza fajulnak a szerepl6 egyenld szard haromszogek, s6t a két hasonlé haromszog is, ha O
rajta van az 0102 egyenesen; ilyenkor Ey, Fy is az O102-n van, tehat Fy Ey = 0102, &tmegy Hy-n és Hp-n. Ha O,
egybeesik O;-gyel, akkor Hy, = H, = O;.

Ha méar most r; = ro, akkor kiindulasi &brank O; Oz-re és felezd merdlegesére tiikros, a ,kiils6-kiilsg” és ,belsG-belss”
esetekben Hj nem létezik, Fy Fs parhuzamos O Oz-vel; a tobbi esetek Hj pontja ilyenkor az O, 0; felezépontjaba esik.
Ezek az Oy Hy, ill. Oz Hy, képletbdl is kiolvashatok, az el6bbi r; — ro = 0 miatt értelmetlenné valik.

Osszefoglalva: az Fy Fy egyenes a ky, ko korok kiilss, ill. belsé hasonlésagi pontjan megy 4t aszerint, hogy k-nak a
ki1 és ko-vel vald érintkezése megegyezd, ill. ellentétes értelmi.

Knuth Eléd (Budapest, I. Istvan g. IL. o. t.)

I1. megoldas: Az allitast Abranknak térbeli értelmezést adva bizonyitjuk be. Allitsunk ki, ko, k-ra egyenld nyi-
lasszogt (méas szoval hasonlo) K1, Ko, K forgaskupokat, legyenek ezek cstucsai Cq, Cs, C.

s

A kupok cstucsat abrank S sikjdnak alkalmas oldaldra téve elérhetjiik, hogy K egy-egy alkotoja egybeesik K7, ill.
K5 egy alkotojaval, és a kupok a kozos alkot6é mentén érintik is egymast. Espedig ha két koriink kozott kiils6 érintkezést
kivanunk, akkor kupjaik cstucsat S két ellentétes oldalara tessziik (ilyenkor az alkotOszakaszokhoz hozzagondoljuk S-
en tal valo folytatasukat, az alkotok tehat a cstcsbol kiindulo félegyenesek), bels érintkezésiik esetén pedig S-nek
ugyanazon oldalara keriilnek a cstcsok (ilyenkor elég alkotészakaszra gondolni). Elsének pl. K és Ki-et helyezziik el
majd K-t a K-hoz viszonyitva. Igy eredeti abrank korei a kupoknak S-sel valoé metszésvonalai, mindegyik kézéppont
a megfeleld C-nek S-en val6 vetiilete, az O0O; és OO2 egyenesek a kozos alkotok vetiiletei, E; és Eo pedig a kdzos
alkotoknak S-en valo doféspontjai. Most mar lathatjuk, hogy ezen alkotok egybeesését (a cstucsok elhelyezésén feliil)
egyrészt az biztositja, hogy minden alkot6 ugyanakkora szoggel hajlik S-hez, méasrészt az, hogy benne vannak az
0O0;-en, OO2-n at S-re merdlegesen allo sikban.

Most mar a vizsgalando F Fs egyenes a kozos alkotok T sikjanak (masképpen: a Cy, Co, C cstucsokkal meghataro-
zott siknak) S-sel valo m metszésvonala. T-ben benne fekszik a C1C> egyenes is, ezért ennek S-sel valo H doféspontja
m-en fekszik. Ha k és vele F1 Fs a kovetelményeknek megfelelGen valtozik, akkor 7" a C1C5 egyenes koriil elfordulva
méas-mas helyzetet vesz fel, de allandbéan atmegy H-n, és igy ugyanez all m-re is. — Amig kq és ko sugarai kiilonbozsk,
addig Cy és Cy S-t6l kiilonboz6 tavolsagban vannak, ezért H biztosan létezik. Ha a sugarak egyenlsk, és K és Ky
S-nek ugyanazon oldaléara keriiltek (a ,bels6-belsd” és a ,kiils6-kiils¢” eset), és ezért C1Cy parhuzamos S-sel, ebben az
esetben — és csak ebben — H nem létezik, az Fy Ey egyenesek parhuzamosak C;Cy-vel és igy egymaéssal.

Faludi Irén (Budapest, Sagvari E. gyak. 1g. IL. o. t.)



