I. Menjiink végig a kérdéseken hegyesszogii haromszog esetén, vagyis legyen egyelére v < 8 < a < 90°. Igy a
magassagtalppont minden oldalszakaszon belsé pont, az oldalnak arra a felére esik, amelyiknek a végpontjaban a
haromszodgnek nagyobb szoge van, és a felez6ponttal akkor és csak akkor esik egybe, ha az oldal végpontjainél egyenld
szogek vannak. Ugyanis pl. az AB oldal végpontjainal levé a és S hegyes szogek nem kozds szarai csak abban az I
siksavban metszhetik egymast (1. abra), amelyet az AB-re A és B-ben allitott b*, a* mer6legesek hatarolnak, hiszen
az ezeken tul fekvs I1, ill. 111 félsikokban az AC, ill. BC szarnak nincs pontja.
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1. dbra

Ennélfogva C; valoban AB-re esik. Ha BC = AC, azaz o = 3, akkor C (az abran C’ ilyen) az I sav tengelyén,
AB-nek f felez6 mer6legesén van, igy C; = Cy; BC > AC azaz o > f3 esetén pedig C (az dbran C” ilyen) az f és
b* kozti I’ savban van, igy C; valoéban az AC, szakaszra, a nagyobb szdg oldalara esik. Mivel nekiink az oldalfelezs
pontot kell viszonyitanunk a magassagtalpponthoz, azért megallapitasunkat igy mondhatjuk ki: az oldalfelez6 pont a
magassagtalpponttal kettévagott oldalnak a kisebb szog cstcsa felé esd szakaszan van, vagy egybeesik a talpponttal.

Igy az elsirt U; utvonalon visszafordulds nincs. Ay és A;C szakaszon van, Bs a CBj-en, Cy a C1B-n, a pontok
sorrendjét altalaban a 2. abra mutatja.
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2. dbra

Egybeesések: a = 8 esetén Cy = C1, 8 = 7y esetén Ay = A1, a = § = v esetén e ketton feliil még By = By, (vagyis
Bs = By csak egyenl§ oldald haromszogben all fenn).

Esetiinkben U; azonos az ABC = H haromszog keriiletének bejarasaval. Az A1 B1C1 = Hy és A3 BoCo = Hy ha-
romszogek koriiljarasa viszont Uy olyan roviditése, amelyben H cstcsait Hj, ill. Hy oldalaival ,,Atvagjuk”, az oldalakbol
csak egy (bels6) pontot hagyva meg, ezért H, H; és Hy koriiljarasi irdnya megegyezd.

Ha H; és Hy-nek egy csicsa sem kozos, tehat v < 8 < a < 90° (amibdl o > 60°, v < 60°), akkor a vizsgalando
egyenesparok tagjai kiillonbozsk. A B1Csy és C1 By egyenesek biztosan metszik egymést egy a H-n belil fekvs As
pontban (3. abra), mert ezek az N; = C1C2Bs B négyszog atloi, és e négyszog konvex, mert a keriilete ugyancsak
atvagasos roviditése Ur-nek (lasd a 2. dbra vazlatat), marpedig konvex négyszog atloi a négyszog belsejében metszik

egymast.



3. dbra

Ugyanigy adodik az Ny = Aj As Bo By konvex négyszogbdl, hogy A; By és By As-nek Cs metszéspontja is 1létezik, éspedig
H-n beliil. A C1A; és A1 Cy par tagjai viszont az N3 = C71Cs A7 As konvex négyszoghen szemben fekvé oldalegyenesek,
igy csak H-n kiviil lehet k6z6s pontjuk; ezt — ha létezik, — Bs-mal jeldljiik.

A B1Cs, C1 Bs egyenespar By A3C1 szogét az Ny = ACy, A3 B négyszoghdl szamithatjuk. Mindegyik magassagtalp-
pont a megfelel oldal f6lé irt Thalész-koron van, ezért pl. A1Cy = B1Cy = AB/2. Igy az AB,C5, AC} By haromszogek
egyenls szaruak, A-nal fekvs szogiik kozos: a, ezért Bi-nél, Cq-nél fekvé szogiik is . Ennélfogva Ny-b6l az a By AsCy
sz0g, amelynek terében A fekszik, 360° — 3a-val egyenls (ez 90° és 180° kozé esd szog). Masképpen: As-bol a By By és
C1Cy szakaszok 1atoszoge 180° — (360° — 3a) = 3w — 180° (0° és 90° kozé esd szog).

Kézenfekvs volna innen minden A, B, C, valamint az « beti helyére rendre C, A, B, -t irva, az indexeket
pedig meghagyva ezt kimondani: ,,C3-bol A Ay és By By 1atoszoge 3v — 180°”. Ez azonban v < 60° folytan negativ
szOg. Hasonléan ,szokatlan” eredményt ad a megel6z6 megallapitas ,atirasa” : ,az az A;C3B; szog, amelynek terében
C fekszik, 360° — 3vy-val egyenld”, — ez ugyanis nagyobb 180°-nal. Bar az utobbit 360°-ra kiegészits, az A-t és B-t
tartalmazo A;C3B; sz0g méar jol szemlélhets, nagysaga kivonassal 3y-nak adodik, és 0° < 3+ < 180°, mégis joggal
kételkedhetiink e ,homélyos” uton kapott eredményben. — Ezt azonban ugy is megkaphatjuk, ha C és Cs-hoz A, és
Bs-t vessziik hozza, amelyek Uj szerint kozelebb vannak C-hez, mint A; és By és amelyekkel az Ny = C'ByC5A,
négyszog konvex. A CA; By és C By As egyenl szaru haromszogekben C, Ay és Bi-nél v, ezért Ba, Az-nél 180° — 2y
sz0g fekszik, tehat N5-bol BoCs Aa<t = 360° — v — 2(180° — 27) = 3. Eszerint az Ay Ay és By Bs szakaszok C3-bol vett
latoszoge 180° — 3.

Tisztazzuk a C1As, A1Cs egyenespar metszéspontjanak helyzetét! BA;Co<t = BCi1As<t =  és BACh<( =
BCyA1<¢ = 180° — 20, eszerint § < 60° esetén az egyeneseknek A, As-n tuli félegyenesei metszik egymast (3.
abra férésze), B > 60° esetén a Cp, Cy-n tuliak (3; mellékabra), 8 = 60° esetén pedig a két egyenes parhuzamos
(32 mellékabra). Ugyanis 8 < 60° mellett a két egyenes BC-vel, ennek H-t tartalmazé partjan olyan szogeket al-
kot, melyeknek Gsszege nagyobb 180°-nal: CoA; Aot + C1 A2 A1 = (180° — B) + (180° — 23) = 360° — 35 > 180°,
ezért a két egyenes BC-nek valéban nem a H-t tartalmazé partjan metszi egymast; 8 > 60° esetén pedig hasonléan
AsC1Cy<a + A1CC1<a = B+ 28 = 38 > 180°. — Ezek szerint 8 < 60° esetén az A; A B3 haromszog A; és Ax-nél
fekv$ szOgeinek Osszege B + 28 = 33, ezért Bs-bol A; Ay és C1C5 1atoszoge 180° — 343, ill. B > 60° esetén hasonldéan
38 — 180°.

A szogekre tett megallapitasaink @ = 8 # v és a # [ = « esetén is érvényesek, ilyenkor két egyenesparunk
meghatarozo pontjaibol egy-egy egybeesik, és 8 nem 60°-0s. Egyenls oldalt haromszoghen mindhérom egyenesparunk
péaronként egybeesik, a szogekre vonatkozo kérdés targytalan.

II. Derékszogil haromszog esetén v < 8 < o = 90°, By és C7 az A csucsba esnek, de visszafordulas a médosult
Urr-ben sincs. Hy egyenesszakassza fajul, koriiljarasarol nem beszélhetiink. As is A-ba esik, igy a fentebb hasznalt Ny
pontta zsugorodik, a B1Cy = ACy; = AB és C1 By = AB>; = AC egyeneseknek, vagyis a befogoknak 90°-os szogét a
fenti 360° — 3 és 3a — 180° képletek mégis helyesen adjak meg. Tobbi megallapitdsaink valtozatlanul 4tveheték, mert
a hozzajuk vezeté meggondolasok érvényesek maradnak.

III. Tompaszogli haromszog esetén (v < 8 < 90° < «) a két hegyes szog csucsabol huzott magassag, By, C;
talppontja az AC, AB oldalnak A-n tili meghosszabbitésara esik, (14sd az 1. abran C"'-t) igy az el6irt Uy ttvonalon
két visszafordulas van, a bejarast Gjra és Gjra ismételve A-n 3-szor annyiszor haladunk at, mint B-n és C-n. Bo, Cy
igy is CBj-en, C1B-n van. A pontok sorrendje, a tobbszoros atmeneteket is jelolve: A, Cq, A, Co, B, Ay, Ag, C,
By, A, By, A, C1, ... Hs koriiljarasa most is atvagasos roviditése H-énak, igy koriiljarasuk egyezs. Hy koriiljarasa a
kies6 pontok miatt nem vezetheté le H-ébol. H; koriiljarasa ellentétes H-éval, mert a két kies6 talpponttal képezett

LA fenti két meggondolas eltérése a koriiljarasbol kovetkezik; figyeljiikk meg a 2. abran A és C koriil az indexek elhelyezkedését!



AC1 B; haromszog koriiljarasa egyezik H-éval, igy ennek AB;Cy koriiljarasa ellentétes azokkal, H; koriiljarasa pedig
az utObbival egyezs, mert A; ugyanazon partjan van B;Ci-nek, mint A.

A szogekre vonatkozoé vizsgalatot megrovidithetjiik. Fel kell ugyanis figyelniink arra, hogy eddigi sz6g-eredményeink
rendre csak «, 3, v-tol figgnek, masrészt hogy a 8 = 60° melletti eredmény — bar mas-mas meggondolassal nyertiik,
azonos a vy-ra, ill. 60° < a < 90°-ra adédott eredménnyel. Vegyiik észre, hogy tulajdonképpen a kovetkezs kérdést
vizsgaltuk tobb valtozatban: Dy, Ey az egymast F-ben metsz6 d, e egyenesek egy-egy tetszés szerinti, de F-t6l kiilon-
b6z6 pontja, egy-egy D1, ill. Eq pontjukat pedig az Es, ill. Dy kézépponti, F-en dtmend korrel metssziik ki, vagyis
DEy = FE5, E1Dy = FDg; mekkordk a D1 FEs és Ey Dy egyenesek szogei, ha Do FEs<t = . Feladatunk céljara ¢
a 0° és 180° kouzti sz0g, és a DoF : ExF' ardny mas-més értéke szerint kapjuk mindazon haromszog alakokat, melyek
egyik szoge ¢; a p < 90° eseteket azonban méar megvizsgaltuk.
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Egyszertibb ez a kérdés, ha D; Fy helyett a vele Do-n 4t hizott g parhuzamost tekintjiik, ugyanis Es-t g és e-nek
EY, metszéspontjéval helyettesitve a kérdéses szogek valtozatlanok, pontjaink szdma viszont csokken, mert az F'D; E»
és FDyFy haromszogek hasonlok, és ezért az E)-bél adodé D) azonos Do-vel. Ez is mutatja, hogy a keresett szog
valoban csak ¢-t6l fligghet, de a Do F : FoF' ardanytol nem; tehat a tompaszogi haromszog hegyes szégeinek megfelels
C1 Az, A1Cs és A1 Bs, By As egyenesparok szogeit nem kell Gjra megallapitanunk. ES -t F Dy felez6 merdlegese metszi
ki e-b6l (hacsak nem ¢ = 90°, mert ekkor E} nem létezik), tehat 90° < ¢ < 180° esetén Ej a ¢ szog F Eo szaranak
F-en tal valé meghosszabbitdsan van. Ez pedig azt jelenti, hogy a ¢ és 180° — ¢ nagysagu szogekhez ugyanaz az
egyszerlsitett dbra tartozik, tehat a keresett szog értéke ugyanaz.

Eszerint 90° < o < 120° esetén a B1C5, C1Bs egyenespar szoge akkora, mint a 90° > o' = 180° — a < 60°-
nak megfelels o/ esetén: 3o’ — 180° = 3(180° — a) — 180° = 360° — 3cv; o = 120° esetén a B1Cy és Cy By egyenesek
parhuzamosak; végiil 120° < o < 180° esetén akkora a szdg, mint 60° > 3 = 180° —a > 0° esetén, vagyis 180° — 353’ =
180° — 3(180° — o) = 3ax — 360°.

Ezzel vizsgalatunkat befejeztiik.

Fritz Jozsef (Mosonmagyarovar, Kossuth L. g. IL. o. t.)

Megjegyzések. 1. Az egyszertsitett dbrabol a ¢ < 90° esetekre is konnyebben kapjuk a keresett szoget. Pl. 0° < ¢ <
60° esetén F'DoE1<q = 180°—2¢p > 60° > ¢, ezért FE, > FE), igy az FDyF) és F Dy EY egyenl szara haromszogekbol
T = E1DyEy<t = E1 Dy F<<— E, Dy F<q = (180° —2¢) — p = 180° — 3. Célszerti lett volna tehédt a modositott problémat
segédtételként elére bizonyitani. Igy azonban nem latnok, miért éppen erre a segédtételre van sziikség; ezért a fenti
nehézkes ut mégis tanulsagos.

2. A fentiekkel kozel jarunk egy névtelen levélird azon javaslatanak teljesitéséhez, hogy idénként tegyiik kozzé
egy-egy megoldo kozlését arrdl, hogy ,hogyan jott rd a megoldasra”.

3. Hogy tompaszogi haromszogben Hy ellentétes koriiljarasa H-val, azt igy is belathatjuk: Legyen az AB1 BA; és
AC1CA; négyszogek atloinak metszéspontja B*, C*. A négyszogek a latottak szerint konvexek, ezért B*, C* mindkét
atloszakaszon rajta van. Igy H; koriiljarasa azonos Ay B*C*-éval, ez viszont atvagasos roviditése az A, C*, C, Ay, B,
B*, A atvonalnak, az ACB bejarasnak.

4. Olvassuk el a 948. feladathoz fiizott megjegyzés masodik bekezdését is.



