Mondjuk ki mindenekel6tt, hogy egyenletrendszeriink megoldasaiban egyik ismeretlen értéke sem lehet negativ,
hiszen x, y és z mindegyike két nemnegativ négyzetgyok Osszege, tovabba, hogy a, b, c-r6l az altalanossag csorbitasa
nélkiil feltehetjiik, hogy pozitivok, hiszen a rendszerben csak négyzetiik lép fel. Vegyiik észre, hogy (2) és (3) ugy
adddnak (1), ill. (2)-bél, hogy z, y, z helyére y, z, z-et irunk, egyszersmind a, ill. b helyére b, ill. c-t.

(1)-ben az els6 gyokos kifejezést a bal oldalra atvive és mind a két oldalt négyzetre emelve az egyenletben csak egy
gyokos kifejezés szerepel:

2 = 2x\/y? — a2 +y? = 22,
Innen a gyokos tag ajboli kiilonvalasztasaval, Gjabb négyzetreemeléssel gydkmentes egyenletet nyeriink, amelybdl
rendezéssel:

(xz + y2 . 22)2 _ 4x2(y2 . a2),
(4) 4022 = 22%y% + 2722 + 2% —at —yt =2 = UL

x, y, z helyére y, z, z-et irva a jobb oldali U kifejezés onmagaba megy at, ennélfogva a (2) és (3)-bol hasonlo eljarassal
képezhet§ egyenletek roviden igy irhatok:

(5) 4622 = U,
(6) 4?22 = U.

Ezek szerint (4), (5) és (6) bal oldalai is egyenl6k; az ebbdl adodo
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kifejezéseket (4)-be helyettesitve egyismeretlenes, csak z2-es és z*-es tagot tartalmazo egyenletet kapunk, végiil abbol
a* # 0-val val6 osztéssal és kiemeléssel:
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Négyzetreemeléseinkkel mindig kdvetkezményére, de nem ekvivalens kovetkezményére tértiink at az éppen el6ttiink
volt egyenletnek; igy eredeti egyenletrendszeriink barmely megoldasaban x csak a (9)-et kielégits érték lehet, viszont
(9) gyokei nem feltétleniil tartoznak bele, rendszeriink valamely megoldéaséba.

Mindjart a kétszeres © = 0 gyokét is el kell vetniink (9)-nek, mert ebbdl (7) és (8) folytan y = 2z = 0, igy pedig
(1)—(3) gyokjelei alatt negativ szamok allnak. (9)-nek szogletes zardjelben levd tényezsjébdl is csak a pozitiv gyokot
vehetjiik figyelembe, igy a negyedfoki egyenletnek szamunkra legfeljebb egy gyoke johet szoba:
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Az els6 nevezdbeli kifejezést Tvel jelolve (7) és(8)alapjan, vagy az eddigihez hasonl6 6nallo eljarassal azt kapjuk, hogy

rendszeriink megoldasa csak a kovetkezs lehet:
(10) r=—, y:T, Zz=—.

A valés szamokban valo megoldhatosagnak sziikséges feltétele, hogy az 1/2 kitevGjd hatvany alapja pozitiv legyen:

1 2 2 2 1 1 1
(11) o et ae g a
ha ez teljesiil, akkor x, y, z mindegyikére egyetlen pozitiv értéket kapunk. Hogy ezek az eredeti rendszert kielégitik-e,
ennek behelyettesitéssel valé ellenérzése bonyolult szamités lenne.

Ezt megkeriilhetjiik avval, hogy feladatunknak geometriai jelentést tulajdonitunk, egyenleteink valamennyi tagjat
egy—egy szakasznak tekintjik. Tegyiik fel, hogy a (10) szdmharmas megoldésa rendszeriinknek. Ekkor (1)-nek két, a
Pythagoras—tételre emlékeztets gyokos kifejezése annak a két derékszogi haromszognek ,masodik” befogojat jelenti,
amelyek mindegyikének ,els§” befogdja az ismert a szakasz, atfogoik pedig az y, ill. z ismeretlenek. Marmost x,
mint a méasodik befogok Osszege, tgy kaphat jelentést, ha a két haromszoget a befogbikkal ugy toljuk Ossze, hogy
a masodik befogok egymas meghosszabbitasaba essenek, éspedig ekkor x a két derékszogi haromszog altal lefedett
egyetlen haromszognek ,harmadik” oldala (az els6 ketts y és z), a pedig az = alaphoz tartoz6 magassaga. Ebben a



haromszdgben az z oldal két végpontjaban a két derékszogi haromszognek egy—egy hegyes szoge fekszik, vagy pedig
egyik végpontjaban derékszoge, ha ti. y = a vagy z = a, amikor a megfelel§ derékszogi haromszog egyenesszakassza
fajul el; mindkét derékszogd haromszog azonban nem fajulhat el, mert kiilonben a mar kizart z = y = z = 0 esetre
jutnank. — Ugyancsak az x, y, z oldalakkal képezett haromszogre vezetnek (2) és (3) is azzal a tovabbi megallapitassal,
hogy az y, ill. z oldalhoz tartoz6 magassag b, ill. c. Ezek szerint z, y, 2z csak annak a nem tompaszogli haromszégnek
az oldal-mértékszamai lehetnek, amelyben a magassigszakaszok hossza a, b, c.

Hogy létezik-e ez a haromszog, és ha igen, akkor nem tompaszogl-e, erre a kérdésre a ¢ teriilet legrégebben is-
mert képleteinek felhasznaldséaval vélaszolhatunk, amelyben az oldalak és a megfelel6 magasségok egyiitt szerepelnek.
Minthogy

azért,
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(12) r=2t-—, y=2t-—, z=2t-—,

vagyis az x, y, z oldal-mértékszamok ardnyosak a megfelel6 magassidgok reciprok értékével, ennélfogva az z, y, 2
oldalakkal meghatéarozott haromszog hasonld ahhoz, amelyet az 1/a, 1/b, 1/c hossztsagn szakaszok hatéroznak meg,
igy pedig a kérdéses (az el6bbi) haromszog akkor és csak akkor létezik, ill. akkor és csak akkor nem tompaszogi, amikor
az utobbi.

Hogy a magassag-meértékszamok reciprok értékével mint szakaszokkal lehessen haromszoget szerkeszteni, ehhez
sziikséges és elegendd, hogy teljesiiljenek a ,haromszog—egyenl&tlenségek”:

(13) 1<1+1 1<1+1 1<1+1_

a b ¢ b ¢ a c a b
ahhoz pedig, hogy ez a haromszog ne legyen tompaszogi, sziikséges és elegendd, hogy teljesiiljenek azok az egyen-
l6tlenségek, amelyek a koszinusz—tétel révén biztositjak a szogek koszinuszanak, ill. a cosa, cos 3, cos~y kifejezések
szamlalojanak nemnegativ voltat:

(14)
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a2 — b2 2 b2 be 2 b ¢)’
és ebbdl
1 1+1
b ¢’

eszerint mondhatjuk, hogy rendszeriink megoldhatosaganak sziikséges és elegendd feltételét a (14) egyenlStlenségek
fejezik ki.

Megjegyzések. A (10) és (12) kifejezések osszehasonlitasabol adodik, hogy T = ¢, eszerint egy haromszog teriilete a
magassagokbol a (11) képlettel szamithato. Tobb dolgozat is felhasznalta azt a szerkezeti hasonlosagot, amely T és a
Heron—képletnek a kizarélag az oldalakat tartalmazé

16t% = 2a%% 4+ 2022 + 2%a®> —a* — b — 4

alakja kozott fennall (itt a, b, ¢, szokas szerint, az oldalakat jelenti). Igy — mint tSbben megallapitottak — a (11) kdvetelés
azt fejezi ki, hogy 1/a, 1/b, 1/c-b6l mint oldalakbol lehessen haromszoget szerkeszteni. Ez azonban a megoldhatoséagnak
csupén sziikkséges, de nem elegendd feltétele. A dolgozatok figyelmen kiviil hagyték, hogy a négyzetgyokos kifejezések
értéke nem lehet negativ, nem vizsgaltak a hdromszog ,tompaszogmentességének” feltételét.



