I. megoldas: Torzstényezok szorzatara bontva 66 = 2-3-11. Megmutatjuk, hogy a N = 4323 +23*3 sszeg oszthato
2, 3 és 11 mindegyikével, és igy szorzatukkal is, mivel ezek a szamok paronként relativ primek.

N paros, mert két paratlan szam Osszege, ugyanis paratlan szimnak minden (pozitiv egész kitevsji) hatvanya is
paratlan. A 43 szam 3k + 1 alakd, ezért minden hatvanya 3K; 4 1 alaki, a 23 pedig 3k — 1 alaku, ezért minden paratlan
kitevGji hatvanya 3Ky — 1 alakt (a paros kitevSjiek 3K + 1 alaktak), igy a N szam 3(K; + K») alaki, oszthat6 3-mal
(itt k, K, K1, K5 egész szamok).

Altalaban belathato, hogy ha b a c-nek valamely t6bbszoroseétsl d-vel tér el, azaz ha b = ck + d alaki, ahol b, ¢, k
egész szam, és igy d is az, akkor b-nek hatvanya, b" a c-nek valamely t6bbszorosétdl d*-nel tér el. Ugyanis a hatvanynak
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b"=(0k+d)":(ckld)(ckld)...(ckid)

értelmezeés alapjan lépésrol lépésre valo kiszamitasaban (vagyis egyszerre mindig csak egy ck+d tényez6t hozzaszorozva
az el6tte allo tényez6k szorzatdhoz) minden tagot minden taggal szorozva, és e szorzatokat Osszegezve egyetlen kivétellel
minden szorzatban legalabb egy tényezs tobbszorose c-nek, tehat e szorzatok dsszege is tobbszordse c-nek. Az a szorzat
az egyetlen kivétel, amely kizarolag d tényezokbdl alakul; ez két ck + d tényezs Gsszeszorzasa utan d?, haromé utan
d®, az utolso lépés utan d".

Ezt a megallapitdsunkat ¢ = 11-gyel a b =43 = 11-4 —1,ill. a b = 23 = 11 - 2 4+ 1 szamokra alkalmazva, vagyis
amikor d = —1, ill. d = +1, azt kapjuk, hogy N a 11-nek valamely tobbszorosétsl (—1)23 + (+1)*% = 0-val tér el, azaz
oszthato 11-gyel.

Bicsy Zsolt (Bp. V., Eotvos J. g. L. o. t.)

II. megoldas: Alkalmazzuk elsbbi megallapitasunkat az N = 43(432)"" + 23(232)°" elokeszits atalakitas alapjan
c=066-tal a b=143% =66-28 + 1, ill. b = 23% = 66 - 8 + 1 szamokra, azaz mindkét esetben d = 1-gyel és n = 11, ill.
n = 21-gyel. Igy

N =43(66-28+1)" +23(66 -8+ 1)"" = 43(66K, + 1) 4 23(66 K5 + 1) =

=66(K;+ K2+ 1) = 66K3,

amit bizonyitani akartunk.
Miiller Miksa (Mako, Jozsef A. g. II. o. t.)

II1. megoldas: Alakitsuk &t az N szamot a kovetkezGképpen, hogy tényez6kre bonthaté kifejezésekhez jussunk:
N = (43%% 4 23%3) + (2313 — 23%3) = (4328 4 2323) 4 2323(2320 — 1).
Itt az ismert
a2n+1 4 b2n+1 — (CL 4 b)m,
ill.
a2n _ b2n _ ((1,2 _ b2)m/
oszthatosagi tételek szerint (ahol, ha a és b egészek, akkor m és m’ is egészek) az els6 zérojelbeli Osszeg oszthato
43 + 23 = 66-tal, a masodikbeli pedig 23% — 1% = 528 = 8 - 66-tal és igy N oszthatod 66-tal.
Bdlint Andrds (Bp. V., Apéczai Csere J. gyak. g. IL. o. t.)

Megjegyzés: Sok dolgozat hasznal a bemutatottakhoz hasonlé mas atalakitasokat, pl. 43 = 33 + 10 és 23 = 33 — 10,
vagy 23 = 66 — 43 alakban.



