I. megoldas: Vegyiik észre, hogy a bizonyitandé egyenltlenségben az n + 1 természetes szam gyokkitevsként is
és osztoként is fellép. Ez esziinkbe juttatja a mértani és a szamtani kozépre vonatkozod egyenl()’tlenséget Eszerint az
ai, a2, ..., Qp41 POzZitiv szamokra:

ai +as+ ...+ ant1
n+1

(1) ntaias ... AQpy1 §

Otletiinket az is tamogatja, hogy osztandénk is tekinthets n + 1 tagi Osszegnek, hiszen ny =y +y + ... +y (n tag);

x
az viszont nehézség, hogy a gyok alatt nem szorzat all, tovabba az ott all6 — sincs meg a hanyadosban. Ha azonban a

jobb oldalon y-nal ,egyszertsitiink” és az osztanddban igy elGallo n helyett n db 1-es 6sszegét irjuk, akkor ezeknek 1™
szorzatat is beirhatjuk a gyok ala tényezdnek! Eszerint Gtletiink kidolgozasa a kovetkezs:
Alkalmazzuk (1)-et a kovetkezs szamokra:

a1 = N a2=a3=...=an+1:1.
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x
éppen amit bizonyitanunk kellett. Az egyenlGségjele akkor és csak akkor érvényes, ha — = 1, vagyis x = y.
Y

Czékus Labore (Bp. L., Toldy F. g. II. o. t.)

II. megoldas: Tegyiik fel, hogy a bizonyitando egyenlGtlenség helyes, és igyekezziink belSle atalakitasokkal belat-
hatoéan igaz egyenlGtlenségre jutni. A gyokot a-val jeldlve, valamint a jobboldalon y-nal egyszertsitve a bizonyitandd
egyenlGtlenség igy alakul:

x
i + n B an+1 + n
n+l  n+1
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n+ 1 > 0 alapjan szorzassal és rendezéssel

a(n+1) —n < "t
(2) an+1)—n—-1=(a—1)(n+1) <"t -1

Zarjuk ki az a = 1 esetet. Ekkor ugyanis x = y és kozvetleniil latjuk, hogy a bizonyitando Osszefiiggés érvényes,
éspedig egyenlgségi jellel. Most mar oszthatjuk (2)-t a — 1-gyel, de az oszt6 elGjelét figyelembe véve, két esetet kell
megkiilonboztetniink. Felhasznaljuk, hogy a = 1 kivételével minden a-ra fennéll a kovetkezs azonossag:

anJrl _

1
=a"+a" ' +.. . +a+1.
a—1

Ezek szerint a > 1 esetén azt kell bizonyitanunk, hogy
(3) n+l1<a"+a" 4. ta+l.

Ez pedig igaz, mert a jobboldalon n + 1 tag all, és a > 1 folytan az els6 n tag mindegyike nagyobb 1-nél, az utolsd
pedig egyenlS vele. Egyenl&ség sohasem teljesiil.
a < 1 esetén (2) osztasaval azt kelt bizonyitanunk, hogy

(4) n+l2a"+a" 4. fa+l.

Ez is igaz, mert a feladat feltevései folytan a > 0 is all, vagyis most 0 < a < 1, ekkor pedig a jobboldalon az elsé n tag
mindegyike kisebb 1-nél, az utolsé pedig 1 és igy a jobboldali kifejezés kisebb n + 1-nél. EgyenlGség sohasem teljesiil.

Minthogy valamennyi alkalmazott atalakito lépésiink megfordithat6 (elhanyagolasokat csak (3) és (4) érvényessé-
gének belatasanal hasznaltunk), azért az adott egyenlStlenség minden figyelembe veends esetben érvényes.

Bollobds Béla (Bp. V., Apaczai Csere J. gyak, g. L. 0. t.)

'Lasd pl.: Matematikai Versenytételek 1. rész 111. o.



