I. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak (1. abra). A P pontban az adott korh6z huzott érinté messe az
AB téavolsédgot egy R pontban.
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1. dbra

Feladatunk nyilvin meg van oldva, ha sikeriil az R pontot, ill. az AR = x szakaszt megszerkeszteni. Jeloljik az
adott AB szakasz hosszat d-vel, az A pontboél az adott korhoz hizott érint6é hosszat AE = t-vel.

A PMQ< = RPQ<, mint a PQ iven nyugvo keriileti szogek. RPQ< = ARP<, mint valt6szog, mert a feltétel
szerint PQ || AB. Tehat

PMQ< = AMB< = ARP<,

és igy — mivel az A-nal fekv§ szog kozos —
ARPpA ~ AMBA.

Tehéat
r: AP =AM :d,

vagyis felhasznalva az egy ponton atmené szel6kon keletkezett metszetekre vonatkozo ismeretes tételt
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A szerkesztés menete: Megszerkesztjiik az AE = t érintG-hosszt. d és ¢-b&l negyedik aranyosként (d : t = ¢ : x)
nyerjiik az x tavolsagot, ill. az R pontot az AB szakaszon. R-b6l az adott korhoz szerkesztett érintd érintési pontja
lesz a P pont. Az AP egyenes mésodik metszéspontja az adott korrel a keresett M pont. Mivel R-b&l mindenkor két
érint6 szerkeszthetd, azért feladatunknak mindig 2 és csakis 2 megoldéasa (M és M™) van.

A szerkesztés igazoldsa: Azt kell bizonyitani, hogy a megszerkesztett M pontnak a B-vel valo 6sszekotése az adott
kort olyan @ pontban metszi mésodszor, amelyre PQ || AB.

A szerkesztésre vezet gondolatmenet megforditasabol kovetkezik a megszerkesztett R, P és M pontokra, hogy

ARPA ~ AM B,
vagyis
(1) ARP< = AMB«<.
Mint ugyanazon PQ iven nyugvo keriileti szogek
(2) QPR<=PMQ<=AMB<«.
(1) és (2) egybevetésébdl kovetkezik, hogy
QPR< = ARP«q,

azaz tényleg
PQ | AB.

(A feladvanykitiiz6 megoldasa.)
II. megoldas: Képzeljik a feladatot megoldva. Legyen M P =p, MQ = q, PA=a, QB =b (2. abra).



2. dbraj

Mivel a feladat szerint PQ || AB, azért

a _a+p
(3) b b+q

Az A és B pontokbdl az adott kdrhoz huzott érint6k hosszat e-, ill. f-fel jelolve,

(4) e* =a(a+p),
(5) 2 =0b(b+q),

és igy (3) figyelembevételével
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Eszerint az M pont rajta van az AB szakaszhoz tartozd, — viszonyszammal jellemzett Apollonius-féle koron. E

kor és az adott kor metszéspontjai szolgéltatjak a keresett M és M™ pontokat.
Dobrovolszky Andrds (Bp. L., Toldy F. g. II. o. t.)

IIT. megoldas: Induljunk ki ismét a megoldott feladatbol. A betiizést a 3. dbra mutatja.

3. dbra



Mivel a feltétel szerint az M PQ a és M AB hasonloak és hasonlo helyzetiiek az M kiilsé hasonlosagi kbzéppontra,
azért ugyanez all a két haromszog koré irt korokre is, vagyis az M ABa koré irt kor az M pontban érinti az adott kort.

Feladatunk tehét két adott ponton &tmend, adott kort érinté kor szerkesztése.

Két adott ponton végtelen sok kor megy at, ezek egy korsort alkotnak; a két adott pont, A és B a korsor alappontjai.
Az AB egyenes a korsor kozos hatvanyvonala. A hatvanyvonal tetsz6leges P pontjabdl hiizzunk érintéket a korsor
koreihez, ezeknek az érintGknek a T érintési pontig terjeds szakaszai mar az el6bbi két megoldasban felhasznalt
ismeretes tétel alapjan egyenlék; e PT szakasz hosszanak meghatarozasa céljabol elegendé a korsor egyetlen tetszéleges
korét megrajzolni.

A szerkesztés menete tehat: Szerkesztiink a két adott ponton atmend, az adott kort metsz6, egyébként tetszéleges
sugart kort. E kor messe az adott kort az U és V pontokban. Az AB és UV egyenes metszéspontjat jeloljilkk H-val. A
H pont kozos hatvanypontja az adott kornek és az A, B alappontu kérsornak, tehat a kdrsor azon koreinek is, melyek
az adott kort érintik. A H pontbdl mindezekhez a korokhoz hizott érint6knek az érintési pontig terjeds szakaszai
egyenlgk. Ezért H-bol az adott kérhoz érintét huzva, az M érintési pont egyben az A-n és B-n atmend és az adott
kort érint6 kornek is érintési pontja, HM a két kor kozos érintdje.

Feladatunknak két megoldéasa van, mert H-bol az adott korhoz két érinté hazhato: HM és HM™.

Bartha Gyingyi (Bp. VIIIL., Apaczai Csere g. II. o. t.)

Megjegyzés: Az 1. megoldas jol kiegésziti a II. és III. megoldast. Mikor ugyanis az utébbi kettd gyakorlatilag nem
alkalmazhato, mert az Apollonius-kor kozép-pontja, ill. a H pont messzire, a rajz keretén kiviil esik, akkor az I.
megoldéds R pontja gyakran felhasznalhato. Amikor viszont gyakorlatilag az I. megoldéas nem vezet célhoz, mert z > d
és R nincs a rajz keretén beliil, akkor gyakran a II. vagy III. megoldés alkalmazhato.



