I. megoldas: Mint ismeretes, az 2 + y* = r? egyenlet az r sugart kor kozépponti egyenlete a derékszogi koor-

dinatarendszerben. Legyen r racionalis szam. Ha sikeriil bebizonyitani, hogy a kor a stk végtelen sok olyan pontjan
megy at, melynek koordinatai raciondlis szamok, a feladatot megoldottuk.

A

Y=mx+r

Rajzoljunk egy tetszleges egyenest, mely az ordinata—tengelybdl r szakaszt metsz ki (lasd abrat). Ezen egyenes
egyenlete
y=mx+r,

ahol m az egyenes iranytangense.
Hatarozzuk meg a kor és ezen egyenes metszéspontjainak koordinatait. E célbol helyettesitsiik be az y = mx +r
értékét a kor egyenletébe:

2 +m22? + 2mrx + 1?2 = r?,

amibdl
1 = 07 y1=r,
és
2mr o —2m?2r +r(m? +1) r(m? —1)
Tg = ——5—— és 1 = —
2 m2+1’ &y & m2+1 m2+1
X9 és yo akkor lesz raciondlis, ha az irdnytangens m racionalis. m = tg a = —tg(180° — «) = ~ L Tehat m

raciondlis, ha ¢ (az = tengelybdl levagott szakasz hossza) racionélis. Mivel pedig az = szdmegyenesen végtelen sok
raciondlis abszcisszdju pont van, azért ilyen ¢, ehhez tartozd egyenes és metszéspont is végtelen sok van, amivel a
tételt bebizonyitottuk.

Addm Antal (Bp. VIIL., Széchenyi g. II. o. t.)

II. megoldas: Pythagorasi szaimharmasnak nevezziik azokat a pozitiv egész szdmokbol 4ll6 szdmharmasokat,
melyekre a

(M =gty

egyenlet teljesiil.
Bizonyithato (lasd »Szamokrol és alakzatokrol« cimii szakkori fiizetet), hogy ha az u és v egészek, relativ primek,
és egyikiik paros, masikuk paratlan, akkor az

T = 2uv
yzuz—v2

z=u?~+ 02
kifejezések segitségével végtelen sok, egymas kozott relativ prim x, y, 2 egész szam éllithato els, melyek az (1) egyenletet
kielégitik.
t2
Legyen a felbontando6 szam t2, ahol ¢ racionélis szam. Szorozzuk meg (1)-et —-tel
z

vagyis



xt t
Mivel ¢ raciondlis és z, y, z egész, azért — és gt is racionalis. Ezzel t*-et felbontottuk végtelen sokféleképpen két
z z

racionalis szdm négyzetének Osszegére.

Kozma Tibor (Gy6r, Czuczor g. IL. o. t.)

ITI. megoldas: Legyen a felbontando6 racionalis szam négyzete t2. Jeloljiik az elsé racionélis szamot a-szel, a
masodikat y-nal és irjuk az utobbit y = ax — b alakban, ahol az a és b raciondlis paraméterek szabadon valaszthatok.
Feladatunk értelmében

2 + (az — b)® = 12,

vagyis
2?(a® + 1) — 2abx + b* = t2.

Egy masodfoku egyenlet gyokei altaldban nem racionalisok, de ha az altalanos tag 0, akkor az egyik gyok 0, a méasik
pedig egy els6foku egyenlet gyoke, és mint ilyen, mindig racionalis.
Tehat ha b-t ugy valasztjuk meg, hogy b = ¢, akkor az

z(a® + 1) — 2at =0

els6foku egyenlethez jutunk, amely lényegében azonos az I. megoldasban nyert egyenlettel, de itt nem hasznaltunk fel
koordinata—geometriat.

Pogdny Eérs (Bp. XI., Jozsef Attila g. IL. o. t.)

Megjegyzés: Igen sok megoldé jonak gondolta a kovetkezs rossz bizonyitast: » Pythagoras tétele kimondja, hogy az
atfogd négyzete egyenld a befogdk négyzetének Osszegével a derékszogi haromszogben. Thales tétele szerint viszont
adott (jelen esetben racionélis) ¢ atmeérdg folé rajzolt félkor barmely pontjat Gsszekotve az atmérd két végpontjaval
derékszogl haromszoget kapunk, tehat ¢ végtelen sokszor bonthatoé fel két racionalis szam négyzetének Gsszegére. «

Itt természetesen az a hiba, hogy semmi sem biztosit minket arrél, hogy a kapott derékszogl haromszogek koziil
akar csak egyetlenegynek is két befogoja racionalis szammal mérhets. Ezt kiilon be kellene bizonyitani. Igy ez a
»megoldas « lényegében csak atfogalmazasa a feladatnak.



