Az egyszertiség kedvéért definialjuk a Fibonacci-sorozatot nempozitiv indexekre is ugy, hogy az a,12 = any1 + ap,
azaz G, = Gp+2 — Gnp4+1 azON0ssag ezekre is igaz maradjon:

aozaz—alzl—lzo;
a,1:a1—a0:1—0:1;
a,gzao—a,le—lz—l;

_3=0a_1 — Q_9 = 1-— (—1) = 2;

A feladat allitasa helyett a kovetkezdt fogjuk bebizonyitani:
Ha p egy m-edfoku polinom, és p(1),p(2),...,p(n + 2) a kiterjesztett Fibonacci-sorozat ugyanilyen sorrendben

egymas utan kovetkezd elemei, akkor p f6egyiitthatdja it

A bizonyitast n szerinti teljes indukcioval végezziik.

El6sz6r megmutatjuk, hogy a kiterjesztett sorozatban pontosan egyszer szerepel a 0. (Mint lattuk, ez éppen az ag.)

Tegyiik fel, hogy a, = 0, ahol < 0. (z > 0 esetén a, > 0). Ekkor a,41 nem lehet 0, mert ellenkez esetben az
egész sorozat nullakbol allna. Viszont a rekurzié miatt az49 = ay + Gpq41 = Api1, Gpq3 = Az+1 + Apyo = 2541, €8
altalaban a,yr = apazy1 lenne. Mivel k& > 0 esetén ar > 0, ez k = —x valasztassal azt jelentené, hgoy ag # 0, ami
ellentmondés.

A sorozatban tehat csak egyszer szerepel a 0.

Legyen most n = 0, azaz p konstans polinom. A feltétel szerint p(1) és p(2) két szomszédos elem: p(1) = ay,
p(2) = ag41. Mivel p konstans, ar = ag41, amib6l ag_1 = axy1 — axr = 0. Mint lattuk, ez csak akkor teljesiil, ha

1
k—1=0, azaz k = 1 és p(x) = a; = 1. llyenkor p {Gegyiitthatoja 1 = o az allitas teljestil.

Tegyiik fel, hogy az 4llitast mar bebizonyitottuk n = (m — 1)-re, és légyen p egy olyan m-edfoki polinom, amelyre
p(1) = ak, p(2) = akt1,.-.,p(M + 2) = akymy1 valamilyen alkalmas k-val. Legyen

() = bypx™ + by 1™ 4 - 4 by + bo.
1
Azt akarjuk bebizonyitani, hogy b, = —.
m!
Tekintsiik a ¢(z) = p(z + 1) — p(z) polinomot. Errdl a kovetkezsket allitjuk:
a) a ¢ polinom (m — 1)-edfoku és a fGegyiitthatoja mb,;
b) ¢(1),4(2), ..., q(m+1) ugyanilyen sorrendben egymaés utan kovetkezs elemei a kiterjesztett Fibonacci-sorozatnak.

= (bn(z+1)" + bmo1(@+1)™ "+ 4 by(z+ 1)+ by) —
— (b ™ + by12™ 4+ bz + b))

A hatvanyozast elvégezve, a legalabb (m — 1)-edfokud tagok:

(bmxm + (T) L bmlxm1> - (bmxm + bmflxm_l) = mby,z™ 1.

Az allitas tehat teljesiil.
b) Ha 1 < j <m+ 1, akkor

q(j) =p(j+1) —=p(j) = ar+j — Qkyj-1 = Qhtj—2,

tehéat ¢(1) = ar—1,¢(2) = ak,q(3) = agt1,-..,q9(m + 1) = agym—1; ez az allitas is teljesiil.

1
(m—1)I"

1
Az indukcits feltevés szerint g fGegyiitthatoja T tehat mb,, = vagyis b, = ot Allitasunkat

1
(m—1)!

ezzel igazoltuk.

A feladat a bizonyitott allitasnak speciélis esete.

Megjegyzések.

1. Az indukcié nem mikddik a sorozat kiterjesztése nélkiil, ugyanis ¢(1) a sorozatban megelézi p(1)-et. Emiatt a
p(1) = a; esetet kiilon kellene vizsgalni.

2. A polinom értékei is egyértelmiek; ez a megoldasbol konnyen lathato:

p(1) = a101, p(2) = a2, ... p(102) = agps.



Ebbél az is kovetkezik, hogy maga a p polinom is egyértelmd.

3. Az eddigiekbdl még nem latszik, hogy a feladatnak megfelel6 polinom létezik. Ismeretes azonban, hogy pon-
tosan egy olyan legfeljebb 100-adfoka polinom létezik, amelyre p(1) = ajo1,...,p(101) = ag1. (Ezt a polinomot
Lagrange-interpolacios polinomnak nevezik.) A megoldashoz hasonloan be lehet bizonyitani, hogy p-ben a 100-adfoku

1
tag egyiitthatoja 1001 és p(102) = agpq.



