Legyen a sorozat elsé eleme a1, hanyadosa ¢. A mértani sorozat 6sszegképlete szerint tetszéleges n pozitiv egészre:

nai, hag=1;
n

Sn = -1
alq , haqg#1.
q—1

Ha g = 1, akkor az allitas a kovetkezd:
Ha

(1) 200a; + 1 = (100a1 + 1),

(2) 600a; + 1 = (300a; +1)*.

A négyzetreemeléseket elvégezve lathato, hogy (1) és (2) egyardnt az a; = 0 Osszefiiggéssel ekvivalens.
Ha q # 1, akkor az allitas a kovetkezd alakban irhato fel:

Ha
20 — 1 q'0 — 1 2
1= 1
(3) aq —1 + (al —1 + ) ,
akkor
q600 1 q300 1 2
4 1= 1) .
( ) al =1 + <CL1 -1 + )

Legyen h = a—ll. Ezt behelyettesitve (3)-ba és rendezve:
q—

R —1)+1=(h(¢"® —1)+1)"
h(qloo_l) (q100+)+1:h2 (q100_1)2+2h(q100_1)+1
h(g"=1) (h (¢ =1)+2—- (¢ +1)) =0

(3") h(h—1)(¢"° —1)* =0.

Mivel ezek ekvivalens atalakitasok, (3) és (3’) ekvivalensek. Ha ugyanezeket elvégezziik (4)-gyel is, a kovetkezt kapjuk:
(4) h(h—1) (¢*° —1)* = 0.

Ebbgl azonban kiemelhets (3’):

(5) h(h—1) (" —1)* (¢*° + ¢ +1)* = 0.

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések.

1. Az éallitas megforditasa is igaz (legalabbis a valés szamok korében), mert ¢=° 4+ ¢~ + 1 mindig pozitiv.

2. A szamitasok kicsit egyszertibben is elvégezhetdk, ha Sagg-at, Sspp-at és Sgoo-at q'%% &s Sioo segitségével fejezziik
ki. Kénnyen ellenérizhetd, hogy

200 100

Sa00 = (14 ¢*°°) Sigo,
Ss00 = (14 ¢ + ¢*) S0,
és
Seoo = (14 ¢"% + -+ + ¢°%) Sio.



Ezek utan a feltétel a kovetkezSképpen alakithato at:

(14 ¢"°) S100 + 1 = (S100 + 1)?,
S100 (S100 — ¢'* +1) = 0.

Ebbsl
S100 =0 vagy Si00 =¢'% — 1.

Ha 8100 = 0, akkor Sgoo = SGOO =0 és az allités teljesiil. Ha SIOO = quO — 1, akkor 8300 = q300 —1¢és Sgoo = q600 — 1,
amit behelyettesitve konnyen ellendrizhetd az allitas.

3. Az Sa00 + 1 = (S100 + 1)2 feltétel a kovetkezo esetekben teljesiil (ezt a megoldasbol lehet kiolvasni):
a) A sorozat minden eleme 0;
b) a1 =q¢—-1;

c) ¢g=—1.



