Tegyiik fel, hogy nem igaz a feladat allitadsa, vagyis minden a valds szdmra

f <a+ ﬁ) > 2f(a).

Definidljuk az ag, a1, ... sorozatot a kovetkezs rekurziéval:
ag =0, an+1:an+;.
f(an)
Az indirekt feltevés alapjan a tetszéleges n nemnegativ egész szamra:
Flanen) = 1 (an+ 5y ) = 20000
f(an)

ebbdl n szerinti indukciéval azt kapjuk, hogy

(1) flan) = 2" f(ao).

Megmutatjuk viszont, hogy az {a,} sorozat feliilrsl korlatos. A rekurziot és (1)-et felhasznalva:

an=an—ao=(a1—ao)+(a2—a1)+(a3—a2)+---+(an—an_1)=
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Az {ay} sorozatnak tehat minden eleme kisebb, mint ———, a sorozat feliilrgl korlatos.

< 2, azért az

f(ao)
2
Legyen b = m. Mivel az f fiiggvény monoton ng, és minden n > 0 egészre a,, < b,
0
(2) flan) < f(D).

Ha most Gsszevetjiik (1)-et és (2)-t, ellentmondasra jutunk:

2" f(ao) < flan) < f(b),

y o J0)
f(ao)
b
Ez az egyenlGtlenség azt allitja, hogy minden 2-hatvany kisebb vagy egyenls, mint ff(( )), ami lehetetlen.
ag

Az indirekt feltevésbdl ellentmondasra jutottunk, tehat az allitas igaz.



