
Az általánosság sorbítása nélkül feltehetjük, hogy x2 > x1.

A bizonyítás során két esetet vizsgálunk.

I. eset: x2 − x1 ≤
1

2
. Ekkor a feltétel szerint

|f(x2)− f(x1)| < |x2 − x1| ≤
1

2

II. eset: x2 − x1 >
1

2
. Alkalmazzuk a feltételt az (x1, 0) és (1, x2) számpárokra:

|f(0)− f(x1)| ≤ |0− x1| = x1;

|f(x2)− f(1)| ≤ |x2 − 1| = 1− x2.
(1)

Ismeretes, hogy tetsz®leges a, b valós számokra |a + b| ≤ |a| + |b|. Írjunk a helyére (f(0)− f(x1))-et, b helyére

(f(x2)− f(1))-et:

|(f(0)− f(x1)) + (f(x2)− f(1))| ≤

≤ |f(0)− f(x1)|+ |f(x2)− f(1)| ≤ x1 + (1− x2) = 1− (x2 − x1) < 1−
1

2
=

1

2
.

Mivel f(0) = f(1), a bal oldalon

|(f(x2)− f(x1)) + (f(0)− f(1))| = |f(x2)− f(x1)|

áll, azaz

|f(x2)− f(x1)| <
1

2
.

Ezzel minden esetet megvizsgáltunk és az állítást igazoltuk.
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