A feladat az 1992. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 3. feladatédnak (1d. KoMaL 1993/1. szam 3—4. oldal)
modositasa.

Most is fel fogjuk hasznélni a kovetkezs tételt: ha egy grafnak legaldbb 6 pontja van, akkor a graf vagy a komp-
lementere biztosan tartalmaz haromszoget, vagy méasképpen fogalmazva: ha egy legalabb 6 pontu teljes graf éleit
kiszinezziik két szinnel, akkor a graf biztosan tartalmaz egyszint haromszoget.
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A 10 pontu teljes grafnak ( 9 ) = 45 éle van. Megmutatjuk, hogy ha a grafnak legalabb 41 éle van (azaz a teljes

grafbol legfeljebb 4 él hidnyzik), akkor mindig tartalmaz egyszint haromszoget. Ezen kivil példat mutatunk olyan
grafra, amelynek 40 éle van, és nem tartalmaz egyszini haromszoget.

Ezekbdl pedig kovetkezik, hogy a grafnak legfeljebb 40 éle lehet.

Ha a teljes grafbol legfeljebb 4 él hidnyzik, akkor valasszuk ki mindegyik hidnyzé élnek valamelyik végpontjat, és
ezt a legfeljebb 4 kivalasztott pontot hagyjuk el a grafbol. Ezzel az eredetinek egy olyan részgrafjat kapjuk, amelynek
legalabb 6 pontja van, és amelyben mar nincsenek ,hidnyzo” élek, vagyis a részgraf teljes. Az el6bb idézett tétel szerint
tehat a részgraf tartalmaz egyszint haromszoget. A haromszog viszont az eredeti grafnak is része. Ezzel igazoltuk,
hogy ha a grafnak legalabb 41 éle van, akkor tartalmaz egyszind haromszoget.

Most mutatunk egy 10 pontd, 40 éld grafot, amelynek éleit ki lehet szinezni tgy, hogy ne tartalmazzon egyszind
haromszoget (1. dbra). Megjegyezziik, hogy az 6t hianyzo él koziil semelyik kett6nek nem lehet kozos végpontja,
mert ellenkezs esetben el lehetne hagyni négy pontot (az egyiket a két él kozos végpontjanak valaszstva) ugy, hogy a
megmaradd 6 ponta graf teljes legyen, az pedig biztosan tartalmaz egyszind haromszoget.

2. dbra
Ez a feltétel méaris meghatarozza, hogy mi a keresett graf; nekiink csak a szinezést kell el6irnunk.
A jobb attekinthet&ség érdekében folytonos szakaszokkal abrazoljuk a piros éleket, a kék szintieket most nem
rajzoljuk be. A teljes grafbol kimarado 5 élt szaggatott vonal jelzi. A 2. dbrdrol jol latszik, hogy a grafban nincs
egyszind haromszog.

Megjegyzések. 1. A felhasznalt segédtétel a kovetkezGképpen bizonyithato be. Legyen A a graf egy tetsz6leges pontja.
Mivel A-bol legalabb 5 él indul ki, az élek kézott van hdrom egyszind, mondjuk piros. Legyen ezek végpontja B, C és
D.

Ha a B, C, D pontok koziil kett6t piros él kot Ossze, akkor ez a két pont A-val egyiitt egy piros haromszoget alkot.
Ha pedig a BC'D haromszog élei koziil egyik sem piros, akkor BC'D egy kék haromszog.



3. dbra

2. A feladatot akarhény pontu gréafra is altalanositani lehet a Turdn-tétel segitségével.

A Turan-tétel arra ad valaszt, hogy legfeljebb hany éle lehet egy n pontu grafnak, ha az nem tartalmaz k pontu
teljes részgrafot; s6t a maximalis élszamu grafokat is leirja.

Maximalis élszamu grafot tgy kapunk, hogy az n cstcsot ,nagyjabol” k — 1 egyenls részre osztjuk (azaz két
tetszleges részben a csucsok szamanak kiilonbsége legfeljebb 1 lehet), és azokat a pontokat kotjiik Gssze, amelyek
kiilonboz6 részbe keriiltek.

A feladatban — a segédtétel alapjian — csak olyan grafok johetnek szoba, amelyek nem tartalmaznak 6 pontu teljes
részgrafot. Legfeljebb hany éle lehet egy ilyen grafnak?

Ismerve a Turdn-tételt, osszuk fel a pontokat 5, nagyjabol egyenld részre, és kossiik Ossze azokat a pontparokat,
amelyek kiilonbo6z6 részbe keriiltek (az olimpiai feladatban egy 1- és négy 2-elemd, feladatunkban pedig 6t 2-elemii
rész szerepelt).

Az az érdekes, hogy ezt a grafot ki lehet szinezni két szinnel tgy, hogy ne tartalmazzon egyszinid haromszoget (3.
dbra, 4. dbra).

piros kék

4. dbra
A Turan-tételbdl a graf egyértelmisége is kovetkezik.

Kos Géza



