I. megoldas. Legyen az egyenlet 2° 4 az? + bz + ¢ = 0, a gyokok legyenek z1, 2o, 3. A Viéte-formulak (a gyokok
és egylitthatok kozotti osszefiiggések) szerint
a=—(z1+ x2 + x3);
b= x122 + T123 + T203;

C = —21X2%3.

Konnyen ellenérizhets, hogy ezek alapjan
ol fai=a>-2b

" x} 4 23 + x5 = —a® + 3ab — 3c.
A feladatban szerepld informéciok tehét a, b, ¢ segitségével felirva:
—c=a+ 2,
(1) a® — 2b = 10,
—a® + 3ab — 3¢ = 6.
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Az els6 egyenletbdl ¢ = a — 2; a masodikbol b = % — 5. Ezeket helyettesitsiik be a harmadik egyenletbe:

a2
—a3+3a(?—5) —~3(a—2) =6.

Rendezve:
—2a® 4 3a(a® — 10) — 6(a — 2) = 12;
a® — 36a = 0;
ala —6)(a+6) =0.
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Ennek az egyenletnek harom megoldasa van: a1 = 0, as = 6, ag = —6. Az ezekhez tartozo b és c értékek a b = 5 5

és ¢ = a — 2 egyenletek alapjan:

bl = —5, b2 = 13, b3 = 13;

CcC1 = —2, Cg = 4, C3 — —8.

Erre a harom szdmharmasra az (1) egyenletrendszer teljesiil, azt viszont meg kell vizsgalnunk, hogy a megfelels
egyenleteknek valoban harom valos gyoke van-e. A harom egyenlet:

(2) 23 — 5 —2=0;

(3) 2% 4 62% 4 132 + 4 = 0;

(4) 23 + 622 + 132 — 8 = 0.
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Ismeretes, hogy az y° + py + ¢ = 0 egyenlet gytkeinek szama az egyenlet diszkriminansanak, 3 + B -nek

elGjelébsl olvashato ki:

Ha a diszkriminans pozitiv, akkor egyetlen, egyszeres valoés gyok van. Ha negativ, akkor harom kiilénbo6z6 valds
gyOke van az egyenletnek. Ha a diszkriminans 0 és p, ¢ valamelyike nem 0, akkor egy kétszeres és egy egyszeres valds
gyOke van az egyenletnek. (Ha p = ¢ = 0, akkor az y = 0 haromszoros gyok.)
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A (2) egyenlet diszkriminansa 5 + 5 negativ, tehat 3 kiilonboz6 valos gyok van. A (3) és (4) egyenlet
bal oldalat alakitsuk teljes kobbé, hogy a diszkriminanst ki tudjuk szamitani:
(3) (z42)° 4+ (z+2) — 6 =0;

4" (x -2+ (x—2)+2=0
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Ezek diszkriminansa (g) + - ) > illetve 5) + (5) ; mindkettd pozitiv. Ezeknek az egyenleteknek tehat

csak egy gyoOke van, igy nem megoldésai a feladatnak.
A keresett egyenlet tehat:
z® =5z —2=0.

Megjegyzés. Azt hogy a (3) és (4) egyenleteknek csak egy gyoke valos, tobben gy probaltak bebizonyitani, hogy
megmutattidk: a baloldalon allé6 polinom derivaltja mindenhol pozitiv; ebb6l kovetkezik, hogy a baloldal szigortan
monoton né és nem lehet két kiilonb6z6 helyen 0.

Ez a megoldas ebben a formaban hidnyos, mert nem zarja ki a t6bbszoros gyok lehetdségét. (A t6bbszoros gyokot
nem nehéz kizarni; pl. ahol t6bbszoros gyok van, ott a derivalt is 0, a mi esetiinkben viszont pozitiv.)

Ezek a dolgozatok 4 pontot kaptak.

II. megoldas. Legyen a keresett egyenlet ismét 23 4 az® + bx + ¢ = 0, a gyokok x1, x2, x3. A feladat szovege
szerint
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T1Tox3 = T1 + To + T3 + 2;
o3 + 23 + 23 = 10;
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xl+$2+x3:6.
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Vonjuk ki (7)-b&l (5) 3-szorosat és rendezziik at a kovetkezSképpen, felhasznélva az
u? + 0%+ w? - Buvw = (u+ v+ w)(u? — v +v* —vw + w? — wu)

azonossagot:

(8) 23+ a3+ a2y — 3riwaws = —3(w1 + T2 + 23),

(1 + 22 + xg)(xf — x1T2 + x% — xox3 + 3:§ —x3x1 +3)=0.

A masodik tényez6 biztosan nem 0, mert

2 2 2
T — T1%2 + T5 — Tox3 + X3 — T3T1 + 3 =

_ 2 _ 2 _ 2
_ o 2”) T 2$3) ) Lo 2“) +3>3,

Az egyenlet ezért csak ugy teljesiilhet, ha 1 + z9 + 23 = 0. Ekkor

a=—(x1+x2+x3) =0,
¢c=—xixows = —(x1 + 22+ 23 +2) = —2 és
(1 + 22 + 23)? — (23 + 23 + 23) 02—102

b=x120 + x123 + T223 = 5 = 5

A keresett egyenlet tehat csak 2% — 5z — 2 = 0 lehet.

Az, hogy ennek valoban harom gyoke van, az I. megoldasban leirt médon bizonyithato.

Az (5) és a (6) egyenlet b és ¢ valasztasa alapjan teljesiil, a harmadik egyenlet pedig azért all fenn, mert a valasztésa
miatt a (8) egyenlet teljesiil, (7)-et pedig ugy kapjuk, hogy (8)-hoz hozzaadjuk (5) 3-szorosat.

A kapott egyenlet tehat valoban megoldéasa a feladatnak.



