Elgszor f-et egyszeribb alakba irjuk at az
a®+b% = (a+b)® — 3ab(a +b), a sin? 2 4 cos? z = 1 és a sin 2z = 2sinz cos = azonossagok felhasznalasaval:
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Legyen y = sin 2z. Mivel 2z a (0, 7) intervallum tetszéleges pontja lehet, és ebben az intervallumban a szinusz-
fiiggvény értékkeészlete a (0, 1] intervallum, a keresett halmaz a

fiiggvény értékkészlete a (0, 1] halmazon.
A szamtani és mértani kézép kozotti egyenlGtlenség alapjan
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Ha y = 3’ akkor egyenl@ség all fenn.

Az értekkészlet tehat része a [6, 00) intervallumnak és tartalmazza a 6-ot. Azt kell még megmutatni, hogy ha ¢ > 6,
akkor g felveszi c-t a (0, 1] intervallumban, azaz a
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egyenletnek van megoldasa (0, 1]-ben.
Az egyenletet atalakitva:
9
(1) §y2—cy—|—2:0.

Ennek a diszkriminansa ¢ — 36 > 0, tehat két valos gyok van. A gyokok szorzata g; ebbdl kovetkezik, hogy a két gyok
azonos elGjeld, és nem lehet mindketts g—nal nagyobb abszolut értékd.

Mivel a gyokok Osszege % pozitiv, mindkét gyok pozitiv.

Az (1) egyenletnek tehat két pozitiv megoldasa van; ezek koziil a kisebbik legfeljebb ; A g fliggvény ezek szerint
felveszi c-t a (O, ;] intervallumban.

Tehat az f fiiggvény értékkészlete a (O, g) intervallumban a [6, 0c0) félegyenes.
Megjegyzés. Azt, hogy g felveszi ¢t a (0,1] intervallumban, a Bolzano-tétel segitségével is igazolhatjuk. Mivel
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111([)1}r o g9(y) = +o0, a g fiiggvény felvesz c-nél nagyobb értékeket, és g (5) = 6 < c szerint c-nél kisebb értékeket is. A
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g folytonos, tehat a Bolzano-tétel szerint (0 és gkézétti helyen) c-t is fel kell vennie.



