El6szor az n > 4 esetben bizonyitjuk be az allitast.
Becsiiljiik feliilrél a bal oldali tortek egyikét a szamtani és mértani kézép kozotti egyenlétlenség felhasznalaséaval:

ai+...+ag_1+agy1+...+an n-l
al...Qg—10k4+1...0n n—1

ap+n—2 = arp+n—2 <
()
n—2  (n=2)(n— 1)1

Mivel ez mind az n tagra igaz,

G203 . .. Qy, a1G2 . .. Gp_ n n

e st T ettt e S e T
Nyilvan elég megmutatni, hogy .

n

=) —1P = -1

Beszorozva (n — 2)(n — 1)>-nel és rendezve:
n<(n—2)(n-1),

0<n?—4n+2,
0<nn-—4)+2.

Mivel n > 4, a jobb oldal legaldbb 2. Ezzel az allitdst n > 4-re belattuk. Egyenlség ilyenkor nem allhat fenn.
Most az n = 3 esettel foglalkozunk. Az olvashatosag kedvéért legyen a; = a, ag = b, ag = c¢. A bizonyitandd
egyenl6tlenség:

(1) be n ac n ab < 1
a+1 b+1 c+1— 4
Figyelembe véve, hogy
be abc ac abc ) ab b abc
=bc— ——; =ac— és =ab— ——
a+1 a+1’ b+1 b+1 c+1 c+1’

rendezziik at (1)-et a kovetkezSképpen:

bc+ac+ab<l—|—abc ! + ! + !
~ 4 a+1 b+1 c+1)°

. 1 1 1
Irjuk fel a szamtani és a harmonikus kézép kozti egyenlStlenséget az PRl el e szamokra:
1 1 1 3 9 9

>3 = =
a+1+b+1+c+1_ (a+1)+b+1)+(c+1) a+b+c+3 4

Elég emiatt azt bizonyitani, hogy
be+ ac+ab < = + abe
¢+ ac+ab < = +abe —.
4 4

Mivel az egyenlStlenség szimmetrikus a, b, c-re, feltehetjiik, hogy a, b, ¢, koézil ¢ az (egyik) legkisebb; ekkor ¢ <

wl

Irjuk a helyére (1 — b — c)-t és rendezziik az egyenlétlenséget a kivetkezdképpen:
19
be+(1—-b—ce+(1—-b—c)h < Z—l—z(l—b—c)bc,
0 < 4b* — 9b*c — 9bc® + 13bc — 4b + 4c® — de + 1,
(2) 0<(4—90)b* — (9¢% —13c+4)b + (4% — 4c+1).

1
Tekintsiik most a p(z) = (4 — 9¢)x? — (9¢* — 13¢ + 4)x + (4¢* — 4c + 1) polinomot. Mivel ¢ < 3 polinom

1
f6egyiitthatoja pozitivi 4 —9¢ >4 —-9- 3= 1. Ha megmutatjuk, hogy a diszkriminéns nem pozitiv; abbél kovetkezik,

hogy a polinom helyettesitési értékei nem lehetnek negativak, ami = = b esetén éppen a (2) egyenl6tlenség.



A diszkriminéans:
c— =

D = (9¢* —13c+4)? — 4(4 — 9¢)(4c* — 4c+ 1) = 8lc (c— §>2 ( g) .

1 4
Mivel 0 < ¢ < -, azért ¢ — — < 0, tehat D < 0. Ezzel az allitast n = 3-ra is igazoltuk.
1 1
szamokra felirt szdmtani és harmonikus kozép is

1
A 16ségh iiksé ¢ldaul, h
z egyenlGséghez sziikséges példaul, hogy az a1 bl cxl

egyenld legyen; ez pedig csak a = b = ¢ esetén teljesiil.

Haa=b=c= 3’ akkor valoban egyenlgség all fenn:

be n ac n ab :3.%-%:1
a+1 b+1 c+1 %4—1 4’
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