Tetszoleges y valos szamra jelolje ||y|| az y tavolsagat a hozza legkGzelebbi paratlan egész szamtol; ez az érték
mindig 0 és 1 kozé esik.
El6szor megmutatjuk, hogy tetszsleges y valds szamra

.
(1) [sin Sy <1 Ilylf*

Legyen az y-hoz legktzelebbi paratlan szam 2k + 1. Ekkor y = 2k + 1 & ||y|| és a cos2x = 1 — 2sin® z azonossag

alapjan
T

‘sin gy‘ - ‘sin ((2k+ DF+ g||y||)‘ - cosg||y|| — 1 2sin? %||y||.
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A [0,1] intervallumban az x +— sin Vid fliggvény konkav, ezért grafikonja a (0,0), <1, g) végpontokat osszekots

T V2
har f6l6tt van; igy ebben az intervallumban sin i > - Ezt (2)-be irva kapjuk, hogy
2
5T V2
1—2sin® 2yl <1-2- | S-llwll | =1yl
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Masodszor azt bizonyitjuk be, hogy tetszéleges y valos szadmra

1

o max(|[yl[, [|[vV2yl]) > (A+2v2)y|+3

(ahol max(||b|[,||v2y||) a két szam koziil a nagyobbat jeldli).
Legyen o = max(||y||, ||[V2yl|); az y-hoz, illetve v/2y-hoz legkbzelebbi paratlan szam p, illetve ¢; tovabba e =y — p
és 0 = /2y — q; ekkor |e| = ||y|| < @ és |0] = ||[V2y|| < o Az € és § definicioja alapjan

y=p+e & V2y=q+o.
Emeljiik ezeket négyzetre, majd az els6 kétszeresébdl vonjuk ki a masodikat:
0=2(p+e)®—(q+9)* =2+ 2pe + &%) — (¢* + 2¢6 + 6°).
Rendezziik at a kovetkezGképpen:
¢ — 2p® = dpe + 2e% — 2¢6 — 6% = dye — 22 — 22y + 6°.

A bal oldalon egy paratlan egész szam all (mivel ¢ paratlan); figyelembe véve ezt, és hogy €2 < |¢| < o, 6% < |0] < a,
elvégezhetjlik a kovetkezs becslést:

1< |q? — 2p%| = |4ye — 262 — 2V2y6 + 62| < |dye| + 2% + |2V2y0] + 6% <
< daly| + 20+ 2v2aly| + o = a((4 + 2V2)|y| + 3).
Ebbdl pedig (3) azonnal kovetkezik.
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Az (1) és (3) becslések alapjan nem nehéz bebizonyitani az allitast. Legyen z = gy, azaz y = —x. Ekkor
T

|sinz 4 sin v2z| < [sinz| + | sinv2z| = |singy| + |sing\/§y| <

< (1= [l + (1= IV3slP) < 2 = Gmax(lgl V2D <
1 1
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Mivel (7]y| + 3)% = 98y% + 18 — (7|y| — 3)* < 98y* + 18, ebbdl kovetkezik, hogy



1 1
= 2 — =

98y? + 18 98 (2z)” + 18
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|sinz + sin v2z| < 2 —

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Futé Gdbor (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., III. o. t.) dolgozata nyoman
Megjegyzések. 1. A nevez6ben a 100-as egylitthatot kisebbre (pl. 40-re) is ki lehet cserélni. A legnagyobb érték,
amellyel az allitas nem igaz, koriilbelil 7,8813. Ennél a kritikus értéknél mar egyenlgség is fennallhat.
2. Feltehetnénk a kovetkezs kérdést is: ha ¢ pozitiv szam, akkor igaz-e, hogy

4) |sinx + sin v2z| <2—£2
x

teljesiil, ha = elég nagy, azaz létezik-e olyan x( szam, hogy tetszéleges xo-nal nagyobb z-re (4) teljesiil?

T
A megoldashoz hasonlé, de pontosabb szamoléassal be lehet latni, hogy ez ¢ > 768 esetén igaz. Azt is be lehet
4
s
bizonyitani, hogy ¢ < 68 esetén pedig nem igaz, vagyis minden xy szdmhoz van olyan = > x( szam,

amelyre (4) nem teljesiil.



