
A két függvény egymás inverze, ezért gra�konjaik tükrösek az y = x egyenesre. Ha az x 7→ ax függvénynek van

pontja az y = x egyenesen, akkor az a pont az x 7→ log
a
x függvény gra�konjának is pontja, és ekkor a keresett

távolság zérus. Vizsgáljuk ezért az f(x) = ax − x függvényt. Ha az x 7→ ax függvény gra�konjának van közös pontja

az y = x egyenessel, akkor f(x) értékkészletében nem pozitív számok is el®fordulnak. Az f(x) függvény folytonos, és

f
′

(x) = (ax − x)
′

= ax · ln a− 1 szigorúan monoton növekv®. Mivel ax · ln a− 1 pontosan akkor 0, ha x = log
a
log

a
e,

azért ezen a helyen f(x)-nek abszolút minimuma van. Itt a függvényérték:
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Ez a függvényérték pontosan akkor nem pozitív, ha

e

log
a
e
6 1, azaz e · ln a 6 1, vagyis a 6 e

1

e
. Ebb®l láthatjuk, hogy

a két függvény gra�konjának pontosan akkor nins közös pontja, ha a > e
1

e
.

A két gra�kon egymáshoz legközelebb es® pontjai azok a pontok lesznek, amelyekhez tartozó érint®k párhuzamosak

az y = x egyenessel. Képezzük ezért az x 7→ ax függvény di�ereniálhányadosát: (ax)
′

= ax · ln a. Ha az érintési pont

az (x0; y0) pont, akkor ax0 · ln a = 1, amib®l x0 =
ln ln a

ln a
és y0 =

1

ln a
. Mivel az x 7→ log

a
x függvény gra�konján az

érintési pont az (x0; y0) pontnak az y = x egyenesre való tükörképe (y0;x0), a keresett távolság
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Az elmondottakat összefoglalva, a két függvény gra�konjának legközelebbi pontjai között a távolság:
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