I. megoldas. Az allitast indirekt uton bizonyitjuk. Meghatarozzuk a fiiggvény gyokeit és megmutatjuk, hogy ezek
nem lehetnek periodikus fiiggvény gyokei.
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Mivel a sin a + sin b = 2sin ot cos a4 azonossag alapjan
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a fiiggvény értéke pontosan akkor 0, ha r = km,azaz v = , és r=(214+1)=, azaz xt = ————,
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ahol k illetve [ egész szamok. A gyokoket tehat egy kiilénbségl, mindkét irAnyban végtelen
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szédmtani sorozat tartalmazza.

Tegyiik fel, hogy a fiiggvény periodikus, és legyen a p pozitiv szam egy peridédus.

El6szor megjegyezziik, hogy egy periédusban mindkét szamtani sorozatnak csak véges sok eleme van, ezért egy
peridduson beliil csak véges sok gydk van.

Rendeljiik hozza minden egyes gyokhoz azt a [0,p) intervallumbeli gyokot, amit agy kapunk, hogy p valamilyen
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egész tObbszoroset adjuk hozzéa (azaz az xg gyokhoz az xg — 2. p szamot, ami szintén gyok). Mivel T alaka
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ko kiilonbo6z6 egész szamok. Az, hogy ugyanazt rendeltiik hozzajuk, azt jelenti, hogy a kiilonbségiik p tobbszorose:

gyokbdl végtelen sok van, kell koztiik lenni kettének, amelyekhez ugyanazt rendeltiik: ahol kq és
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ahol m egész szam , és m # 0.
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Hasonléan gondolhatjuk meg, hogy a M alaku gyokok kozott is van kettd:
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, amelyek

kiilonbsége p tobbszorose:
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ahol n egész szam.
Osszuk el (1)-et (2)-vel:
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Ez azonban ellentmondas, mert a bal oldalon racionalis, a jobb oldalon pedig irracionalis szam all.
A fiiggvény tehat nem periodikus.

=34+2V2.

II. megoldas. Tekintsiik a fliggvény derivaltjat:

(sinz + sin \/596)’ = cos = + V2 cos V2.

Ha a fiiggvény periodikus lenne, akkor a derivaltja is periodikus lenne. Elég tehat azt igazolni, hogy a derivalt nem
periodikus.

A derivalt értéke a 0-ban 1 + v/2. Megmutatjuk, hogy ezt az értéket sehol mashol nem veszi fel; ebbél azonnal
kovetkezik, hogy nem periodikus.

Ahol a derivalt értéke 14 /2, ott sziikséges, hogy cosz = 1 és cos V2r =1 legyen, masképp a fliggvényérték kisebb

l
lenne. Ez pedig csak © = 2k7 és V2z = 2l esetén teljesiil, ahol k és | egész szamok. Ha k nem 0, akkor ebb6l v2 = 7

ami ellentmond annak, hogyv/2 irracionalis.
Ezzel az allitast igazoltuk.



