Az [ Z — 7 figgvényre f(1) =1, és tetszdleges x, y egész szamokra
(1) fl+y)(f(z) = f(y) = fle—y)(f(x) + fv).

Hatdrozzuk meg f-et.

Megoldas. Helyettesitsiik be az x = y = 1 értéket:
fFA) = (1) = FO(FQ) + f(1),  azaz  f(0) =0.

Helyettesitsiik be az x = 0, y = ¢ szampart, ahol ¢ tetszéleges egész szam:
O+ ) = £1) = FO-0(F0) + (1) és igy
0=fO)(f(E) + f(=1)).
Ha f(t) #0, akkor f(—t) = —f(t). Ha f(t) = 0, akkor az = = 0, y = —t helyettesitéssel:

0= f(=t)(f(t) + f(=)) = f*(~)
adodik, amibol f(—t¢) is 0. Azt kaptuk tehat, hogy tetszoleges t-re

vagyis f paratlan fliggvény.
Helyettesitsiink be most z = 2, y = 1-et

(fFB)(f(2) = F(1) = F)(f(2) + F(1)).

Az f(1) = 1-et figyelembe véve, és rendezve:

(f(3) = 1)(f(2) — 1) = 2.

Ez négyféleképpen lehetséges:

a) f(2)=2, f@3)=3

b) f(2)=3, fB)=12

¢ F2)=0, f(3)=-1;

Q) f2)=-1, f(3)=0.

Az esetek vizsgalata soran tobbszor fel fogjuk hasznélni azt az Gsszefiiggést, amit az x = ¢, y = 1 helyettesitéssel
nyeriink (1)-bol:

FE+D @) = fQ) = FE=D(f () + f(1)), azaz
fE+D(E) —1) = fE-DFE) +1).

Ebbél

F - D(F(0) + 1)
-1 M

a) Bebizonyitjuk, hogy f(¢t) = ¢t minden ¢ egész szamra. Ezt [ péaratlansaga miatt elég nemnegativ ¢ értékekre
igazolni. Az eddigiek alapjan ez t = 0, 1, 2, 3-ra igaz; ha pedig f(t) =t¢, f(t —1) =t —1 és t > 2, akkor (2) alapjan
t—1)(t+1
Az f(t) =t fliggvény valoban megoldas, mert tetsz6leges (z, y)-ra (1) mindkét oldalan (z — y)(z + y) all.
b) A (2) Osszefliggeés alapjan

(2) Ft+1) = £ #1.

f(4) = ()(( )(?2 )_3'2(2_431):9 és igy
fBUW+1) _2-9+1) 5
MO~ Ty

Mivel ez nem egész szam, ez az eset nem lehetséges.
c) Megmutatjuk, hogy ebben az esetben tetsz6leges k egész szémra

f(4k) =
FlAk+1) =
Fdk+2) =
Fdk+3) =



A paratlansag miatt elég ezt nemnegativ k értékekre igazolni.
Az allitas k = O-ra igaz: f(0) =0, f(1) =1, f(2) =0, f(3)

—1. Tegyiik fel, hogy igaz k = ko-ra. Ekkor (2)

alapjan
fdko +2)(f(4ko +3)+1)  0-(=1+1)
R ([T T R
[k +3)(fAko+4) +1)  (=1)-(0+1)
f(4ko +5) = Of(4k0+4)0—1 S

Helyettesitsiink be (1)-be = = 4ko + 5, y = 2-t:

f(dko +T)(f(4ko +5) — f(2)) = f(4ko + 3)(f(4ko +5) + f(2));
f(dko +7)(1 = 0) = (=1) - (14 0),
vagyis f(dko +7) = —
Most helyettesitsiink be © = 4ky + 6, y = 1-et:
f(4ko +7)(f(4ko +6) — f(1)) = f(4ko + 5)(f(4ko + 6) + f(1))

(=1)(f(4ko +6) = 1) = 1 (f(4ko +6) + 1).

Ebbél azt kapjuk, hogy f(4ko + 6) = 0.

Ezzel az allitasunkat igazoltuk.

Az f fiiggvény megoldasa a feladatnak. Ennek bizonyitasa a kdvetkezs tablazatban 6sszefoglalt 16 eset vizsgalataval
torténhet (a tablazatban az (1) fliggvényegyenlet két oldala olvashato le az egyes esetekben):

T = 4k r=4k+1 r =4k +2 r=4k+3
y =4l 0-(0-0)= 1-(1-0)= 0-(0-0)= (-1)-(-1-0) =
=0-(040) =1-(140) =0-(040) =(-1)(-1+0)
y=4l+1 1-(0—-1)= 0-1-1)= (-1)-(0-1)= 0-(-1-1)=
=(-1)-(0+1) =0-(1+1) =1-(0+1) =0-(-141)
y=4l+2 0-(0-0)= (-1)-(1-0)= 0-(0-0)= 1-(-1-0)=
=0-(0+0)= (-1)-(1+0) =0-(0+40) =1-(-140)
=073 [0 0-(D)= [0 (- ()=] T0-D)= [0 (1-(-D)=
S04 (-1) | =0 (4 (-1) | = (1) 0+ (=1) | =0 (-1+ (1))

Az (1) egyenlet mind a 16 esetben teljesiil.
d) Bebizonyitjuk, hogy tetszsleges k egész szamra

f(3k) = 0;
fBk+1)=1;
fBEk+2)=-1,

A paratlansag miatt ezt is elég nemnegativ k értékekre igazolni. A k = 0 esetben az allitas igaz; tegyiik fel, hogy
igaz k = ko-ra. Ekkor (2) alapjan

C fBRo+D(fBko+2)+1)  1-((-1)+1)
f(3ko +3) = Of(3ko+2)0—1 T () —1 =0
Bk +2)(fBko+3)+1)  (=1)-(0+1)
f(3ko +4) = Of(3k0+3)0—1 = o1

Helyettesitsiink be (1)-be = = 3ko + 4, y = 2-t:

f(3ko +6)(f(3ko +4) —
f(Bko +6)(1 —(=1))

Most, helyettesitsiink be x = 3kg + 5, y = 1-et:

f(2)) = f(3ko +2)(f(3ko +4) + f(2)),
(=11 +(-1)), f(8ko+6) =0.

amibdl

f(3ko +6)(f(3ko +5) — f(1)) = f(3ko +4)(f(3ko +5) + f(1)),

0-(fBko+5)—1)=1-(f(Bko+5)+1), amibsl f(3ko+5)=—1.

Ezzel igazoltuk az allitast k = ko + 1-re is.
Az f fiiggvény megfelels. A 9 esetet a ¢) esetekhez hasonléan vizsgaljuk végig:



r =3k r=3k+1 r=3k+2
y =3l 0-(0-0)= 1-1-0)= -1)-(-1-0)=
=0-(040) =1-(140) =(-1)-(-140)

y=3l+1 1-(0-1) = -H)-1-1)= 0-(-1-1)=
=(-1)-(0+41) =0-(141) =1-(-141)
y=3l+2| (-1)-(0-(-1)=] 0-(1-(-1)= |1-(-1-(-1))=
—1-(0+(-1) | =(=1)-(1+(=1) | =0-(=1+ (1)

és az

fiiggvény.

ha x = 2k
haxz =4k +1
ha z =4k + 3

ha z = 3k
haz=3k+1

—1, haz=3k+2




