A feladat a) részének bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy (x,y, z) megoldas; eszerint
23+ 23 + 42° = 6zyz + 1.
Azt kell belatni, hogy (2z —x, = —y, y — z) is megoldas, azaz
(22 —2)* +2(x —y)® +4(y — 2)> =6(22 —2)(x —y)(y — 2) + L.
Elvégezve a kijelolt mtveleteket, és rendezve:
23 4+ 2% + 423 + 6(—2y + 2?2 + 2y? — 2027 — 272 4 2y2%) =

= 6(—a?y + 2%z + xy? — 202% — 2y%2 4 2y2?) + 6zyz + 1.
Elhagyva az egymaéssal egyenld tagokat a két oldalon, az

3+ 2% + 423 = 62yz + 1

egyenlGséghez jutunk, amely feltevésiink értelmében teljesiil. Ezzel az a) éllitast belattuk.

Lépéseink megfordithatok, tehat a fentieken tul az is igaz, hogy ha (a, b, ¢) megoldas, akkor
(x,y,2) = (a+2b+2¢, a+ b+ 2¢, a+ b+ c¢) is megoldas.

Behelyettesitéssel konnyen ellenérizhetd, hogy az (1,1, 1) szamharmas megoldéasa az egyenletnek. Ebb6l konstrua-
lunk végtelen sok, pozitiv egészekbdl all6 megoldast.

Legyen (ag, bo,co) = (1,1,1) és n > 0 esetén

(an+1,bn+1,Cnt1) = (an + 2by + 2¢p, ap, + by + 2¢p, an + by + ).

Az el6bbiek alapjan ezek megoldéasok.

A szamharmasok valoban pozitiv egészekbdl allnak, mert ag = bg = c¢o = 1 pozitiv egészek, masrészt ha a,, by, ¢,
pozitiv egészek, akkor a definicidbeli 0sszegek szerint a,41,bp41, Cnt1 18 pozitiv egészek.

Lathato, hogy minden n > O-ra apy1 = an + 2b, + 2¢, > a,, vagyis az ag, ai, as, ... sorozat szigortian monoton
né. Ebbol kovetkezik, hogy az (an, by, ¢,) harmasok mind kiilonbozsek.

Ezzel a feladat b) részét is igazoltuk.

Szeidl Adam (Miskolc, Féldes F. Gimn., II. o. t.)

Megjegyzések 1. Az 2 + 2y° + 42° — 62z szamot az = +y /2 + zv/4 szam norméjanak nevezik a Q(v/2) testben (ez
a p+ qV/2 + rv/4 alaka szamokbol all, ahol p, g, r racionalis). Az (x,y,2) — (22 — x,2 — y,y — z) hozzarendelés pedig
megfelel a (\3/5 — 1)-gyel valo szorzasnak. Az allitas els6 fele tehat azt mondja ki, hogy ha x + yV/2 + z¥/4 normaja 1,
akkor (V2 — 1)(z 4+ yV2 + zV/4) normaja is 1.

Be lehet bizonyitani, hogy a norma multiplikativ (azaz szorzat norméja a tényez6k normainak szorzata). Ebb&l —
mivel (V2 — 1) normaja is 1 -, az 4llitas elsG fele azonnal kovetkezik.

2. A masodik részben konstrualt megoldéassorozat az (1 + V2 + \3/1)" egyltthatoibol all:
n 4 0n V2 + V4 = (1 + V2 + V4"t
3. Ha a megoldasokat nem ,,visszafelé” definidltuk volna, hanem az eredeti iranyban az

(an+1; bn+1; Cn+1) - (2Cn — Qp,0n — bn7 bn - Cn)

rekurzioval, akkor

an + b V24 VA = (V2 - 1)" 1
lenne. Mivel ez 0 és 1 kozé esik, az ay, by,, ¢, szamok kozott egyarant szerepelnie kellene pozitivnak és negativnak is.
4. Bebizonyitjuk, hogy az egyenletnek minden egész z,y, z megoldasdhoz van olyan n egész szam, amelyre

cHyV2+2VA= (14 V24 Vo).

Ehhez fel fogunk hasznalni egy egyszert azonossiagot (ami valojaban a norma definicidja).
Legyen ¢ az egyik, az 1-t6l kiilénb6z6 komplex harmadik egységgyok. Ekkor

(1) (z +yV2+ 2V4) (x4 yeV2 + 262 V4) (x + ye2 V2 + 2e V4) =

= 2% + 2% + 423 — 6ayz.

(Az azonossag a miveletek elvégzésével konnyen ellendrizhetd.)



Tegyiik fel, hogy (x,y, z) megoldas, azaz = + yv/2 + zv/4 norméja 1. Elgszér is megmutatjuk, hogy x4+ yv/2+ 2v/4
pozitiv. Valoban, (1) alapjan

3+ 2y3 + 423 — 6ayz

2 T4 yv2 4 2V4 = =
® Y (z + yeV/2 + 262 V/4) (x + ye2 V2 + ze V/4)
_ 1
|z + ye¥/2 + 2e2 V42
ami pozitiv. Kiilon is kiemelendd, hogy
1

(3) |z + yeV/2 + 262 V4| = |z + ye® V2 + 2e V4| = .

Va+yv2+2v4

Tegyiik most fel, hogy o, yo, zo olyan megoldas, amelyre z+y+v/2+ zv/4 nem (1+ V2+ \71)" alaku, azaz valamilyen
n-re
(1+ V2 + VA" <o +yoV2+ 2V < (1+ V2 + V4.
Ha ezt beszorozzuk (v/2 — 1)" = (1 + v/2 + v/4) "-nel, olyan (z,y, z) megoldast kapunk, amelyre

1
(4) 1<x+y€/§+z€/?1<1+\3/§+\71:m.

Legyen A =z 4+ yv/2+ 2V/4, B =z + yeV/2 + 2e2V/4 és C = x + ye2V/2 + zeV/4; (3) és (4) alapjan

(5) l<A<1+V2+ V4 VV2-1<|Bl=|C| < 1.

Ko6nnyt ellenérizni, hogy

(©) Lo ATBHC _A+e?B+eC ZﬁA—FEB—I—EQC

Ebbél kovetkezik, hogy

A-IBl-(Cl, A+IBI+IC]

amibdl (5) alapjan

1—-2-1 1+ 2+% :
- <$<(+\f+\/1)+2 1<27
3 3
hasonléan A_ 1B o A41B o
—|B| —| |§y§ +[B| +| |7
332 3v/2
amibsl
Lo =21 <(1+€/§+\3/Z)+2-1<2
32 Y 32 ’
végiil
A—|B|—|C|§Z§A+IBI+ICI,
3v/4 3v/4
amibsl
1-2-1 1+2-1
—-1< < 2.

— < 2 < —
3V/4 3V/4
Azt kaptuk tehat, hogy z, y, és z is csak 0 vagy 1 lehet. E nyolc lehetGség koziil csak az . =1, y = z = 0, illetve
x =y = z = 1 esetben kapunk megoldast, de ezekre nem teljesiil a (4) feltétel. Ellentmondasra jutottunk, vagyis
igazoltuk, hogy minden egész megoldasra x + yv/2 + 2v/4 = (1 + V2 + V/4)" alaka.

5. Az x + y\3/§+ zV/4 feliras egyértelmt, azaz ha z; + y1\3/§ + 2 V4 = a9 + y2\3/§ + 22\3/4_1, és x;, y;, 2; egészek,
akkor 1 = w2, y1 = y2, 21 = 22.
Legyen © = &1 — &g, Y = Y1 — Y2, 2 = 21 — 2o; ekkor & + yv/2 + 2v/4 = 0, és igy az (1) azonossag alapjan

(7) 23+ 297 4+ 423 — 62yz = 0.

Megmutatjuk, hogy (7) csak © = y = z = 0 esetén teljesiil.



Tegyiik fel, hogy «x,y, z nem mind 0. Legyen (xo, Yo, z0) egy ilyen, (7)-uek eleget tevé szamharmas, amelyre |zq| =
lyo| + |20| (ami pozitiv) minimalis.
Mivel a:g = —2(y§ + 228 — 3x0Y020), xo nyilvan paros. Legyen x¢ = 2a; ekkor

8a® + 2y + 425 — 12ayozo = 0, vy = —2(2a® + 2§ — 3ayozo),
amibdl kovetkezik, hogy yo is paros; legyen yo + 2b. Ezt behelyettesitve:
8a® 4 16b° 4 423 — 24abzo = 0, 28 = —2(a® 4 2b® — 3abz).

Ebbél kovetkezik, hogy 2 is paros; legyen zg = 2c.
Az a, b, ¢ szamokra teljesiil, hogy

8a® 4 166 + 32¢® — 48abc =0,  azaz  a® + 2b% + 4¢3 — 6abe = 0,

lzol + [yo| + |20l

5 < |zol + |yo| + |20], ami ellentmond

tehat az (a, b, c) szamharmas is ellenpélda; viszont |a|+|b| + |c| =

a minimalitas feltevésének.
Ezzel a kivant egyértelmiséget is igazoltuk.



