I. megoldas. Az (z — a) és (z — b) gyoktényezdk kiemelésével az 2* 4+ 2° — 1 polinom
(1) at+ a2 — 1= (22 + pra+ q1)(@® + paz + o)
alakban irhato6 fel, ahol p1, pa, q1, g2 valos, ill. komplex szamok, és 22 + p1x + ¢ = (z — a)(x — b), azaz
(2) p1=—(a+Db)és ¢ = ab.
(1) bol beszorzassal kapjuk, hogy
ae=-1 (3) a+gt+pp=0 (5
@1p2 +p1g2 = 0; (4) prt+p2=1  (6)
(3)-bol és (6)-bol fejezziik ki ga-t és po-t, majd helyettesitsiik be (4)-be és (5)-be:
G2 = —qil, ahol ¢; # 0;p2 = 1 — p1;

(47) (1 —p1) — b 0;
q1
1
(57) Q1—a+p1(1—]91):0-

(4")-bél kifejezziik pi-et, és behelyettesitjiik (5')-be:
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p1 = ahol 1 +¢? #0 (Ez tejesiil, hisz ellenkezs esetben ¢; = 0 lenne)
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Ezt q1(1 4 ¢?)*-nél megszorozva kapjuk, hogy

@ +a+a—g-1=0;
q1 = ab miatt ez éppen a bizonyitandé allitas.
Karpdti Attila (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn. II. o. t.)

II. megoldas. A feladat allitisanal valamivel tobbet bizonyitunk be. Tekintsiink egy f negyedfoku polinomot,
amelynek (valos, ill. komplex) gyokel a1, oz, as, as. Az f egyiitthatoi segitségével konstrudlunk egy olyan F(x)
hatodfoku polinomot, amelynek gyokei oy, ajas, ajay, asas, asay, és asay lesznek.

Nyilvan feltehetjiik, hogy f fGegyiitthatoja 1, azaz f(x)

= 01:103 + 02:102 —c3x+ ¢y
alaki, ahol a Viete-formulak szerint
C1 = a1 + g + a3 + Qy;
Co = Q1 + 13 + ... + Q30uy;
€3 = 123 + a1y + 30y + Qa3 iy

Cq4 = (X1 Qo(X304.
Legyen

F(z)=(z —aqae)(x — a1as) ... (¢ — agay) =

= .IG — k1$5 —|— k2I4 — k3$3 —|— k4$2 — k5$ —|— kﬁ,
ahol ugyancsak a Viete-formulak szerint

k1 = arog + ajaz + arog + asag + aaoy + azoy;

ko = (1) (anas) + (1) (aray) + ... + (aeay)(azay); (15 tag)

ks = (crae)(aras)(araq) + ... + (agas)(asay) (agay); (20 tag)

ks = (crae)(aras)(arag)(asas) + ... + (aray)(asas) (agay) (agay);

ks = (v1a2)(aqas)(arag)(asas)(asay) + ...+ (a1as)(agaq) (eeas) (agay) (asay);
ke = (a102)(anaz)(araa)(azas)(azas)(azo);



Egyszert szamolassal igazolhato, hogy

(6) kl = C2;

ko = crc3 — cy;

ks = c3 4 ca(ct — 2¢a);

ky = ca(crez — c4);

ks = cicz;

kg = Ci.
Alkalmazzuk a kapott Osszefiiggéseket a feladatban szerepls f(z) = z* + z® — 1 polinomra:

c1=-1, ca =c3 =0, cs = —1; ezekbdl (6) alapjan
k1=O, kzzl, k3=—1, k4=—1, k5=OéS kGZ—l,
azaz, F(z) = 2% +2* + 2% — 2 — 1.
Megjegyzés Ha aiqa, ..., asay paronként kiilonbozsk, akkor F' (konstans szorzotol eltekintve) egyértelmd. Ehhez

nem elég az, hogy a, as, as, oy paronként kiilonbozok, hiszen pl. az z* + 2® + 22 4+ = + 1 polinom gydkei (az 1-t6l

kiilénb6z6 komplex 6t6dik egységgyokok) is paronként kiilonbo6z6k, mégis van két olyan gyokpar, amelyek szorzata
egyarant 1.

Futé Gdbor (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., IL. o. t.)



