1. Felidéziink néhany Osszefiiggést a haromszog beirt és hozzairt koreinek érintGszakaszai és a keriilet bizonyos
részei kozott. Ismeretes, hogy az ABC haromszog beirt korének érintési pontjai koziil kett6 pl. az A csiucstol s — a
tavolsadgra van. Ezért az 1. dbra jelolései szerint

(1) AFE; =AE3=s—a; BFE,=BFE3=s—-b; CE,=CEy;=s—c.

Hasonl6an a c¢ oldalhoz hozzairt kor érintési pontjaira:

(2) AGy = AG3 =s—b; BGy=BG3=s—a; (CGy=CGy=s.
Az 1. dbrdn egy ivvel jelolt merdleges szara szogparok révén az OBFE3 és BKG3 haromszogek hasonloak, ezért
R -b - —b _
=2 , amibdl R, = w. A Heron-, illetve a t = o - s képlet felhasznalasaval
s—a 0 0
t

R. = .

(3) P

2. dbra

2. Az (1)—(3) képleteinket értelemszertien alkalmazzuk a vizsgalt haromszogekre, a tovabbiakban 2s ezeknek a
keriiletét jelentse; vagyis az eddiginek a felét.

Az ABC haromszog oldalainak F' Fy, F3 felezGpontjai nyilvan teljesitik a feladat feltételeit (2.dbra). Ha Ay, By, Cy
is ilyen pontok, akkor mind a C'FyFy, mind pedig a CB1A; haromszog keriilete 2s. Segitségiil vessziik az Fy FyFj
haromszog beirt k& korét és a CFyF; haromszog FoFy oldaldhoz hozzairt k. kort. Figyelembe véve (2) harmadik
egyenldségét, e két haromszog C-vel szemkdzti oldalat érinté hozzairt kér ugyanazokban a pontokban érinti a C-n
dtmend oldalak egyenesét — éspedig azokban a P és Q pontokban, amelyekre CP = CQ = s — ezért e két emlitett
kor azonos. Az (1) egyenlSségek szerint Fq Fy = s — Fo F5, ahol Fy az Fy Fo F3 haromszog beirt korének érintési pontja,
(2) szerint pedig EF; = s — CFy, ahol E a CFyF; haromszog hozzairt korének érintési pontja. Mivel CFy = FyF3,
azért By = E. Ez azt jelenti, hogy a k és k. korok ugyanabban az E pontban érintik az Fj F» szakaszt, és a k a k.
belsejében van. Ezért az A1 B; szakasznak nem lehet k-val k6zos pontja, hiszen A; By érinti a k. kort. (Kivéve, ha A
és By egybeesik az Fy és F; pontokkal.) Azt is latjuk, hogy a k kor az A; By egyenes masik partjan van, mint a C' pont.
Hasonl6 elmondhato a B1C; és C1 Ay szakaszokra is, tehat az A; B1C7 haromszog tartalmazza a k kort, anélkiil, hogy
oldalainak k-val kdz0s pontja lenne. Pontosabban szolva, ha az A1, By, C1 pontok kozott van olyan, amelyik nem esik



egybe az Fy, Fy, F3 valamelyikével, akkor az A1 B1C1 haromszognek van olyan oldala, amelyiknek nincs k6ézos pontja
a k korrel. Ezért ennek a haromszognek a beirt kore k-énal nagyobb sugard, és a t = p - s formulabdl kdvetkezGen
teriilete nagyobb, mint az F} F» F3 haromszog teriilete.

3. Jeloljik az AB1Cy, A1BCy, A1B1C,illetve F; 5 F3 haromszog teriiletét rendre t4, tp, tco, illetve tp-fel. Mivel
a CA1 By és a CFyFy haromszog C-vel szemkozti oldalahoz tartozé hozzairt kor azonos, (3) alapjan
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Hasonléan felirva t 4-t és tp-t, majd a hdrom egyenl&séget Osszeszorozva:

(S — AlBl)(S — AlCl)(s — BlCl)
(S — FlFQ)(S — Fng)(S — F2F3) ’

ta-tp-tc =t

A jobb oldalon a tortet s-sel bévitve és a Heron képletet alkalmazva kapjuk:

t2
(4) ta-tg-tc = t% oy ,ahol t az A; B1C1 haromszog tertiletét jeloli.
F

Korabbi eredményiink szerint t > tp, és igy (4)-bol

(5) ta-tp-tc > th.
Konnyt belatni, hogy ta +tp +tc +t = 4tF, tehat

(6) ta+tp+tc < 3tp.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjan

3
ta+tp+t .
ta-tp-tc < (%) ,amit (6)-tal egybevetve
(7) ta-tp-to < th.

Az (5) és (7) egyenlStlenségek egymasnak ellentmondoak. Ez azt jelenti, hogy az Fy, Fy, F3 pontokon kiviil nincs
olyan pontharmas, amely kielégitené a feladat feltételeit.

Pdrniczky Benedek (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., II. o. t.) dolgozata alapjan

Megjegyzés. A feladat allitdsa kovetkezménye az N. D. Kazarinoff: Geometriai egyenldtlienségek c. konyv 198. oldaléan
talalhato tételnek. (Ez a tétel azt mondja ki, hogy a négy haromszog kéziil nem az Ay B1C keriilete a legkisebb.)



