I. megoldas. a) Ismeretes, hogy a hurnégyszog teriilete

t=1/(s—a)(s = b)(s — ¢)(s — d),

atb+c+d . . L .
ahol s = —————— (Ez a tétel megtalalhaté Reiman Istvdin: A geometria és hatérteriiletei c. konyvének 246.

oldalan.) Mivel az adott négyszog érinténégyszog is, s =a+c=b+d,azazs—a=c¢, s—b=d, s—c=aéss—d=0».
Ezért t = Vabcd.
b) Konnyt belatni, hogy az érinténégyszog teriilete

a+b+c+d 2t

:72 - T, eSIgyT:7a+b+c+d,

(1) 22 4¢2 _ 4abced
(a+b+c+d? (a+b+ec+d?

abe

Az abra ABC és AC'D haromszogének teriilete legyen tq, illetve to.. Ekkor ismert Gsszefiiggés szerint R = yre és
1
B cde ek alapis
TR aminek alapjan
abe + cde
Rty + Rty = Rt = ———— és ebbol
e(ab + cd)

2 R=—«1—.
(2) pr

Hasonléan kapjuk az f atlo létrehozta két haromszogbdl:

~ flad + bc)
(3) R = —
(2)és (3)-bol:
_ef(ab+ cd)(ad + be)
(4) B = 1612

Ptolemaiosz tétele szerint ef = ac + bd, és igy az a) részben bizonyitott teriiletképletet is felhasznalva (4) a
kovetkezSképpen alakul:

(ac + bd)(ab + cd)(ad + be) .

2 __
(5) R = 16abed

Azt kell bizonyitanunk, hogy, rv/2 < R azaz 21> < R%. Az (1) és (5) sszefiiggéseket felhasznélva azt kell belatnunk,

hogy
8abed < (ac + bd)(ab + cd)(ad + be)

(a+b+c+d? ~ 16abed

)

amivel ekvivalens a kovetkezd:

(6) (abcd)2 <

2
ac+bd ab+cd ad+ be at+b+c+d
2 2 2 4 '



A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjan

(7)

bd b d
d-+b b d
\/abcdga _2|— ¢ és v abcdg#.

Az utolso egyenlGtlenséget négyzetre emelve és a (7)-ben szerepld egyenlStlenségekkel Gsszeszorozva a (6) egyen-
16tlenség bizonyitasat kapjuk, ami egyben a feladat b) allitdsanak igazolasa is.

Szalkai Akos (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas. a) Az dbra jelSléseit hasznalva, a koszinusztétel szerint e? = a? + b? — 2ab cos a, illetve e? =

c? + d* — 2cd cos(180° — ) = ¢ + d* + 2cd cos a. E két Osszefiiggésbol
(1) a® +b* —2ab-cosa = c? + d* + 2cd - cos a.

Mivel a négyszog érinténégyszog is, a + ¢ = b+ d, tehat a — b = d — ¢. Az utdbbi egyenlGséget négyzetre emelve
(2) a® 4+ b* — 2ab = * + d* — 2cd.

(1) és (2)-bol: 2ab — 2ab - cosa = 2¢d - cos a + 2¢d, amibdl

(3) cosa =

Mivel 0° < o < 180°, sina = /1 — cos? o, és igy (3) alapjan

(ab—cd)®  V4abed

4 sina=4/1— = .
(4) (ab+ cd)®  ab+cd

Fejezziik ki ezutan a négyszog teriiletét az ABC és AC'D haromszogek teriiletének Gsszegeként:

. ab - sina n cd-sina  ab+cd +4abed
B 2 2 2 ab+cd’

ahol kozben felhasznaltuk (4)-et. Ebbd6l lathatjuk, hogy ¢ = Vabed, amint azt bizonyitani kellett.

e . . atb+c+d . ) . . .
b) Ismeretes, hogy az érinténégyszog teriilete ¢t = — " illetve az a) részben bizonyitottak szerint
a+b+c+d
t = Vabed. A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenl6tlenség szerint vabed < — ezért a négyszog
teriiletének kétféle felirdsa alapjan igaz a kovetkezd:
4 - v/abed a+b+c+d
r < -r = Vabed,
2 2
amibdl
2. rvabed < V abcd,
azaz
(5) 4r* < Vabed = t.
AL N e-f-sinf e S
Jeloljiik az atlok szogét S-val. Ekkor a négyszog teriilete t = — 5 tehat ¢ < - Nyilvanvalé, hogy 2R > e,
illetve 2R > f, ezért
2R-2R
(6) t< o = 2R

Az (5) és (6) Osszefiiggésekbol 4r* < 2R?| azaz 2r? < R?, amint azt bizonyitani kellett.

Varga Emese (Kunszentmérton, Jozsef A. Gimn., III. o. t.)

ITI. megoldas. Csak a feladat b) részére adunk ajabb megoldést. N. Fusstol —aki Fuler tanitvanya volt — szarmazik
a kovetkez6 tétel: Egy hur - és érint6négyszog koriilirt korének sugara R, beirt korének sugara r, a kdzéppontok tavolsaga
d. Ekkor fennall a
2r(R? + d%) = (R — d*)”



Osszefiiggeés. Bizonyitésa megtalalhato H. Dérrie: A diadalmas matematika c. konyvének 208. oldalan (Gondolat Kiado,
1965). Ebben az 6sszefiiggésben a d? tagot mindkét oldalon elhagyva a kivetkezs egyenlGtlenséget kapjuk: 2r°R? < R*,
amib¢l 2r® < R?.
Pdrniczky Benedek, (Budapest, Fazekas M. Gyak. Gimn., L. o. t.)
Megjegyzések.
1. A Fuss-féle tétel haromszogre vonatkozo megfelelgjét, R? — d? = 2Rr, mar Euler kozolte. Fuss megallapitotta az
R, r és d kozti Gsszefiiggést az Ot-, hat-, hét- és nyolcszogre is.
2. Néhany megoldonk Molndr Emil: Matematikai Versenyfeladatok gytjteménye c. konyvének (Tankonyvkiado,
1974) 550. oldalan talalhato tételre, Poncelet tételére épiti a feladat b) részének megoldasat. A konyv a tételt bi-

zonyitas nélkiil ismerteti. Itt nem volt sziikség egy ilyen mély, a projektiv geometria eszkozeivel bizonyithato tétel
folhasznalasara.



