A feladatot nyilvan gy is lehet értelmezni, hogy ha mi elére kijeloljiik a megmérgezends pontokat, akkor a bolha

az irdnyait meg tudja-e ugy vélasztani, hogy mérgezett pontra ne lépjen. Megmutatjuk, hogy ezt mindig meg tudja
tenni.

1. dbra

Legyen R,, azoknak az (z,y) racspontoknak a halmaza, amelyekre x +y = n (1. dbra). A bolha nyilvin az n-edik
lépésben ugrik az n 4+ 1 darab R,-beli pont valamelyikére.

Legyen m,, azoknak az R,-beli pontoknak a szama, amelyeket legkésGbb az n-edik lépésben (tehat a bolha ,,meg-
érkezéséig”) megmérgeziink. Mivel az elsé n lépésben n pontot mérgeziink meg, nyilvan m; + ms + ... + m, < n.
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2. abra

Végiil jelolje h, azoknak az R,-beli pontoknak a szamat, ahova a bolha eljuthat. Ez nem feltétleniil azonos a meg
nem mérgezett pontok szamaval, lehet, hogy egy pontba pl. azért nem juthat el, mert annak megmeérgeztiik a bal oldali
és az als6 szomszédjat (2. dbra). Azt fogjuk megmutatni, hogy

hnZn+1—(mi+me+...4+my,).

Mivel my + ... +my < n, ebbdl h, = 1 kovetkezik, vagyis az n-edik 1épésben még nem lehetiink biztosak afeldl,
hogy a bolhat elpusztitottuk (és ez minden n-re igaz).

Allitasunkat teljes indukciéval igazoljuk; n = l-re igaz: ha m; = 0, akkor mind a két Rj-beli pontra ugorhat a
bolha; ha m; = 1, akkor pedig az egyikre ugorhat.

Mindkét esetben h; = 2 — m;.

Tegyiik most fel, hogy h, =2 n+1— (m1+...+m,). Megmutatjuk, hogy ekkor h,+1 =2 n+2—(mi+...+mpuq1)-

3. dbra

A bolha h,, darab R,-beli pontra ugorhat; ezeknek 6sszesen legaldbb 1+ h,, jobb oldali vagy felsé szomszédja van,
mert jobb oldali szomszédaik, valamint a legfelss pont fels6 szomszédja (ez 6sszesen 1+ h,, pont) kiilonbozsk (3. dbra).
A szoba jov6 1 + h,, darab R, y1-beli pont koziil legfeljebb m,, 11 a mérgezett; a bolha tehat legalabb 1+ h,, — my 41
helyre ugorhat tovabb dgy, hogy nem 1ép mérgezett pontra.

Ezzel azt kaptuk, hogy
hog1 Zhpnt1 —Mmpp1 21+m+1—(mi+...4mp)) —Mmpp1=n+2—(m1+ ...+ Mpy1).

Ezzel az allitdsunkat igazoltuk; semmilyen n-re nem tudjuk garantalni, hogy a bolhat legfeljebb n lépésben elpusz-
tithatjuk.

Megjegyzés. Ha az volna a kérdés, hogy el tudjuk-e pusztitani a bolhat véges sok lépésben, akkor arra is tagadod
lenne a valasz.



(A kiilonbség lényeges: ha pl. valaki gondol egy pozitiv egész szamot, azt ki lehet talalni véges sok lépésben ugy, hogy
végig kérdezziik az Osszes szamot; azt azonban semmiképpen sem tudjuk vallalni, hogy pl. legfeljebb 100 taldlgatassal
kitalaljuk.)

Nevezziink egy racspontot ,,jo”-nak, ha a bolha arra lépve még akarmilyen sokiig életben tud maradni. A feladat
megoldasabdl az deriilt ki, hogy az origd ,,j6” racspont.

Bebizonyitjuk, hogy, ,,j6” racspontrél a bolha tovabb tud ugrani egy Gjabb ,,jé” racspontra.
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4. dbra

Legyen P egy ,, j0” racspont, a jobb és fels§ szomszédai legyenek @ és R( 4. dbra). Tegyiik fel, hogy @ és R egyike
sem ,, j0”. Ekkor léteznek olyan n és k pozitiv egészek, hogy a bolha @Q-ra lépve legfeljebb az n-edik, R-re 1épve pedig
legfeljebb a k-adik lépésben elpusztul. Ekkor viszont a bolha P-re lépve legfeljebb a max (n, k)-adik lépésben (akar
Q)-ra, akar R-re lép tovabb) mindenképpen elpusztul, vagyis P sem lehet ,, j6” racspont.



