I. megoldas. A feladat feltétele azt jelenti, hogy
(1) cosa + cos 8 + cosy + cosd = 0,

ahol «, [, v, § a négyszog egymds uténi csicsainal 1évé szogek. Alkalmazzuk a cosa + cos§ szorzattd alakitaséra

vonatkoz6 azonossagot. Ekkor (1) igy alakul:

- ) )
2-cosa;ﬁ-cosa2ﬁ+2-c057; -COS%:O.
Mivel v + ¢ = 360° — (a + 3), azért
2~cosa+ﬁ~cosa_6—2~cosa+6-cos7_5*0
2 2 2 2
amibdl
cosa+ﬂ cosoz_ﬂ—cosfy_(S =0
2 2 2 -
Ez pontosan akkor teljesiil ha,
va, cosa+ﬁ—0 vagy cos —— = cos ——

Az els6 esetben a+ £ = 180° (mivel «, 8 konvex szogek, nincs egyéb lehetéség). Ekkor a négyszog trapéz. A masodik

- -4
esetben |a ﬂ| = |L| kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy a — 8 =~ — 0, vagy a — 8 =8 — v, azaz a +§ = B+ vagy

2
a+ v =0 +4. Itt az els6 eset ismét azt jelenti, hogy a négyszog trapéz, a masodik pedig azt, hogy hirnégyszog.
Cserhdti Vencel (Jaszberény, Lehel Vezér Gimn., IV. o. t.) dolgozata alapjan

II. megoldas. Hasznaljuk az dbra jeldléseit. Az (1)-ben szerepls koszinuszértékeket az oldalakra illeszkedd vektorok

skalédris szorzatdval fejezhetjik ki, pl.
@-b=a-b-cos(180° — a), ahol a és b a megfelels vektorok hossza.

=5
Ezért cosa = % Ezutan az (1) feltételt igy irhatjuk:
a-
6_.5+g;6+8._6f+_g.6—0
ab b-c cd d-a
amibdl . . . .
c-d-@a-b+a-db-c+a-b-¢-d+b-c-d-a=0.

Ennek bal oldalat szorzatté alakithatjuk:
(d-b+b-d)(c-d+a-7) =0.

Ez utobbi kétféleképpen allhat fenn:
. . - > o afd ¢ a c
Az els6 eset az, hogy a bal oldal valamelyik tényezGje zérusvektor, azaz d-b+b-d = 0 vagy — (— + —) =0, - =—-.
c\a ¢ a c

Ez csak gy lehetséges, ha b || d  vagy @ || amikor is a négyszdg trapéz.
A maésodik esetben c¢- @+ a - ¢ meréleges d - b+b-dre és feltehetjiik, hogy az ABCD négyszog nem trapéz, vagyis

létezik a szemkozti oldalparok E és F' metszéspontja.



Az a - Cés c- a vektorok hossza egyenl6, igy ezek Osszege az E pontnal keletkezs egyik szog EO szogfelezGjével
pérhuzamos. Hasonléan d - b és b - d Osszege az F'O szogfelezével parhuzamos. Ezért FOLFO, de akkor FK 1 FK is
fennall, ahol EK és FK is szogfelez6k. Konnyen lathatjuk, hogy AEK < = (180°—a—f)/2 és AFK< = (180°—a—0)/2.
Az AF K FE négyszogben a belss szogek Gsszege 360°, tehat

18O°—a—ﬁ+1800—o¢—5
2 2

+ a + 270° = 360°,

amibél 8+ § = 180°, a négyszog hurnégyszog.
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