I. megoldas. Felhasznaljuk a kovetkezs ismert tételt (lasd az 1. megjegyzést): ha m pozitiv egész, és a, b, ¢ egész
szamok, amelyekre teljesiil, hogy a® =1 (mod m) és a® =1 (mod m), akkor a>® =1 (mod m) is teljesiil ((b,c) a b
és ¢ legnagyobb kozos osztojat jeloli).

Legyen p az n legkisebb primosztoja (n > 1, tehat van neki). Megmutatjuk, hogy p = 5; ebbdl az allitas azonnal
kovetkezik.

A feltétel szerint 6™ =1 (mod n); ebbdl csak annyit fogunk felhasznalni, hogy 6" = 1 (mod p).

Mivel p nem osztéja a 6-nak (ha osztéja lenne, akkor nem lehetne 6™ — 1 osztoja), felirhatjuk a Fermat-tételt:
6°~' =1 (mod p). Mivel, mint lattuk, 6™ = 1 (mod p) is teljesiil, az idézett tétel szerint 6P~1™ =1 (mod p).

Azonban p — 1 és n relativ primek, hiszen n legkisebb primosztdja p, mig (p — 1)-nek csak p-nél kisebb osztoi
lehetnek.

Kaptuk tehat, hogy 6' =1 (mod p), vagyis p osztoja 6! — 1 = 5-nek, ez pedig csak ugy lehetséges, ha p = 5.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. Felhasznaljuk a Fermat-tétel ugyancsak kozismert altalanositasat, az Euler—Fermat-tételt: ha a és
m egymashoz relativ primek, akkor a?m =1 (mod m), ahol ¢(m) az m-nél nem nagyobb, m-hez relativ prim pozitiv
egeészek szama (pl. (1) = 1, ¢(2) =1, »(10) = 4). Ezt a fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezik. Sziikségiink
lesz a ¢ fiiggvénynek arra az egyszert tulajdonsigéra is, hogy ha m > 1, akkor p(m) < m, hiszen az m 6nmagéhoz
nem relativ prim, rajta kiviil pedig csak m — 1 olyan pozitiv egész van, amelyik m-nél nem nagyobb.

Tegyiik fel, hogy a feladat allitdsa hamis, azaz van olyan n, 1-nél nagyobb egész, amelyik 5-tel nem oszthato, de
6" — 1-nek osztoja. Legyen ng a legkisebb ilyen szam. A feltétel szerint 6™° = 1 (mod ng). Ebb6l kovetkezik, hogy ng
a 6-hoz relativ prim; igy az Euler—Fermat tétel szerint

6%(0) = 1(mod ny).

Legyen ng és ¢(ng) legnagyobb kozos osztéja d. Mivel ¢(ng) < ng, nyilvan d < ng. Masrészt az I. megoldéasban idézett
tétel szerint 6% = 1 (mod ng) és — mivel d osztoja az ng-nak — 6¢ =1 (mod d). Az is igaz, hogy d nem oszthat6 5-tel,
mert ng sem oszthato 5-tel. Végiil d # 1, mert 6% = 1 (mod ng) teljesiil, de 6* = 1 (mod ng), azaz ng|6 — 1 nem.

A kovetkezGket tudjuk tehat d-rél: d 1-nél nagyobb és ng-nél kisebb egész szam, osztdja 6 — 1-nek, de nem oszthat6
5-tel. Ez azt jelenti, hogy d egy ng-nal kisebb ellenpélda a feladat allitdsara. Ez viszont ellentmondas, mert a legkisebb
ellenpélda az ng.

Az indirekt feltevésbdl ellentmondasra jutottunk, és ezzel igazoltuk az allitast.

Megjegyzések. 1. Mindkét idézett tétel megtaldlhato Niven-Zuckermann: Bevezetés a szamelméletbe cimd konyvében
(29. oldal). A tételek bizonyitasa nem nehéz, tobb természetes bizonyitas adhat6 az elsS tételre, a masodik tétel pedig
a Fermat-tételhez hasonléan bizonyithato.

2. A masodik megoldéasban latott modszert ,,végtelen leszallasnak” nevezik. Ez a teljes indukcio6 indirekt véaltozata,
amikor nem azt bizonyitjuk be, hogy ha egy természetes szamokra vonatkozé allitas igaz valamennyi az n-nél kisebb
szamra, akkor igaz az m-re is, hanem azt, hogy ha az n-re nem teljesiil az allitas, akkor van egy n-nél kisebb pozitiv
egész is, amire nem teljesiil. Sok esetben kényelmesebb a végtelen leszallas modszere, mint a teljes indukcio.



