Legyen aq, az, ... az a pozitiv szamokbdl dllé sorozat, amelyre tetszdleges pozitiv n-re

1
(].) a1 +ax+...+a, = —

n

Bizonyitsuk be, hogy

@) L <L
Von—1~ """ \n

I. megoldas. Legyen S, = a1 +az+ ...+ a, = 1/a,. Azt fogjuk megmutatni, hogy
(3) Vvn<S,SvVoan—1 (ez ekvivalens az &llitassal).

A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. n = 1 esetén az elsG egyenlet szerint a; = 1/aq, amibél a; = 1, S; =1 és

igy V1 <81 £+/2-1—1 valoban teljesiil.
Legyen k > 1 és tegyiik fel, hogy (3) teljesiil k-ra:

(4) VE < S S V2k — 1.

Megmutatjuk, hogy ekkor (k + 1)-re is teljesiil. Ehhez el6szor kifejezziik Syy1-et Sy segitségével. Irjuk fel a (k4 1)-
edik egyenletet:

1
a1 +as+ ...+ ap+ a1 = Sk + g1 = , ahonnan
Q41

a:i+1 + Sgap+1 —1=0.

Az 22 + Spz — 1 = 0 egyenlet gyokei:

—Sp++/ST+4 o ~Si —/SF+4
2 2 ’
Ezek koziil a masodik negativ, ai4+1 viszont pozitiv, tehat
—Sk+ /S +4
2

Qg1 = és igy Si+1 =5k + a1 =

Sk +/SE+4
—y
A (4) indukcios feltevés szerint ebbdl

Vi+VE+T _ < V2k—T+V2k+3
f:skﬁ-l: B .

Bebizonyitjuk, hogy (Vk+Vk +4)/2 = Vk + 1, ebbdl kivetkezik az allitas bal oldala: vk + 1 < Sy. Ugyanis 2-vel
szorozva és négyzetre emelve:

2k + 4+ 2v/k(k+4) 2 4k + 4, ami valoban igaz, mert \/k(k +4) = k.

Hasonléan adodik a mésik bizonyitandd egyenlGtlenség, ha belatjuk, hogy

¢2k—1;\/2k+3 < VT

Ugyancsak 2-vel szorozva és négyzetre emelve kapjuk, hogy

Ak + 24 20/4k2 + 4k — 3 < 8k + 4,

ami pedig teljesiil, mert

VAak? + 4k — 3 < 4k2 + 4k +1 = 2k + 1.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy

VE+1Z Sp1 SV2k+1=2(k+1) -1,

és igy igazoltuk az &llitast.



2
1
II. megoldas. Legyen b,, = (—) . Azt fogjuk megmutatni, hogy
a

n<b, <2n-—1.

Irjuk fel az (1) egyenletet két szomszédos indexre:

1 1
ay+ag+...+ap +agt1 = , a1+as+...+ap=—;
Gk+1 ag

és ezeket vonjuk ki egymasbol:

1 1
ap+1 = -
Ak+1 ak
Innen 1/ax-t kifejezve:
1 1
- = - akJrl;
ag Ak+1

és négyzetre emelve:

2 2
— | = a — 2, vagyis
CLk P k+1 gy

bk = bry1 + ajq — 2.
Mivel

=a1+...+ap+1 > Qp41, ezért 1>ai+1.

Ak41
Ebbél pedig
bp1 — b =2—aj, <2 és

b1 — by =2—aj ., >1 kovetkezik.

Végiil b = 1 alapjan

an(bn—bn_l)-l—(bn_l—bn_2)+...+(bz—bl)+b1z(n—l)-l-ﬁ-l:’n és
bn:(bn—bn,1)+(bn,1—bn,2>++(b2—b1)—|—b1§(n—1)2—|—1:27’L—1

Ezzel az allitast igazoltuk.

II1. megoldas.
(1)-et a,-nel szorozva:

alan+a2an+...—|—ai:1.

Irjuk ezt fel n = 1,2, ..., k-ra, adjuk Gssze a kapott egyenlGségeket:
a3 =1
aias + a% =1 k
ajas + azas + a3 =1 Zai—i— Z nlpm = k.
: ool n=1 n<m

alak—i—agak—l—agak—i—...—i—az:l,

Mivel
1 k
a—2:(a1+...+ak)2:Zai+2Zanam, ezért
k n=1 n<m
1 k
2 . 4
a—zZZan+ Zanam—k és
n=1 n<m
1 k k k
) =2 (Zai—l— Z anam> —Zaisz—ZaiZ2k—a%:2k—l.
k n=1 nm n=1 n=1

Tehat k < 1/a; < 2k — 1, amibél az allitas azonnal kovetkezik.



