Nevezziik j szamnak azokat a szamokat, amelyek elGallnak a? + 2b? alakban tgy, hogy @ és b relativ primek és
a, b 2 0. Legyen a p primszam osztoja egy jo szamnak, és legyen n = a” + 2b% a legkisebb j6 szam, amelynek osztoja
p. Ekkor n = p -t valamely t egészre. Err6l a t-r6l kell belatnunk, hogy az értéke 1.

El6szor csak annyit mutatunk meg, hogy n < p?, (azaz t < p). Ha a > g, akkor |a — p| < a és ng = |a — p|* + 2b*

is oszthato p-vel, de kisebb n-nél. Legyen d = (Ja — p|, b); ekkor p nem lehet osztoja d-nek, hiszen akkor osztoja volna
b-nek is, (a — p)-nek is, tehat a-nak is, vagyis a és b nem volna relativ prim. Ha viszont p nem osztoja d-nek, akkor
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d*-nek sem, igy p osztoja volna az [ %] +2 [E ] [: % < n] jO szdmnak is, ami ellentmondana n minimaélis

2 2
voltanak; tehat a < g Ugyanigy lathato be, hogy b §§, igy n = a® + 2b* §% + 2% < p?, ahogyan allitottuk.
Tegyiik fel ezek utan, hogy ¢ > 1. Ebbdl a feltevésbdl fogunk ellentmondasra jutni. Legyen g egy primosztoja t-nek.
Nem oszthatja ¢ a b szamot, mert akkor b -nek és a® + 2b%nek is osztoja lévén, osztoja lenne a’-nek is, prim volta
miatt ezért a-nak is. Ez ellentmondana annak, hogy a és b relativ primek. Ha viszont ¢ nem osztéja b-nek, akkor van
—b
i egész szam. Megmutatjuk, hogy 2 + 2

olyan —g és g kozotti x szdm, amelyre a — br oszthatd g-val, tehat

q
is oszthato g-val. Nyilvan oszthaté g-val —(a — bx)(a + bx) + a® + 2b* = b*(2? + 2). Mivel ¢ nem osztdja b?-nek és
prim, ezért osztoja az (z2 4 2) kifejezésnek. Igy ax + 2b is oszthaté g-val, mivel (a — bz)x + b(2? +2) = ax + 2b; tehat
(az + 2b)/q is egész szam.
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szamot. E szam kisebb n-nél, hiszen |z| < g, ezért 22 4+ 2 < [g] +2 <% (¢ 2 2). Az m nyilvan oszthaté p-vel,

hiszen n oszthato p-vel, ¢* pedig nem, mivel ¢<t < p. Legyen d az A és B legnagyobb kozos osztoja; ekkor
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az m-nél (s igy n-nél is) kisebb jo szam. Ha oszthat6 p-vel, akkor ellentmondésra jutunk n minimalis voltaval. De m

m
oszthatd p-vel, igy 7z csak akkor nem lehetne oszthaté p-vel, ha d?, s igy d is oszthaté volna p-vel. Ha viszont d

oszthat6 volna p-vel, akkor d>p, s igy d>>p? lenne, masrészt d> < m < n, amibdl az kovetkezne, hogy n > p*. Ez
viszont ellentmond a korabban bizonyitott n < p® egyenlGtlenségnek. Mindenképpen ellentmondasra jutottunk tehat
at > 1 feltevéssel (t-t oszto ¢ primszam létezésével), igy a feladat allitasat bebizonyitottuk.
Megjegyzések. 1. A feladat allitasa ugyanigy bizonyithato az a®+b® alakt szamokra és majdnem ugyanigy az a”+3b>
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alakd szédmokra (az a < g, b < g becslések p # 2 esetén az a < pT, b < pT becslésekkel helyettesitendsk, de

csak a paratlan primosztokra. Az a® + 4b2 alakn szamokra mar egy helyen modositani kell a bizonyitast, s most is
csak a paratlan primosztokra igaz az allitas. Az a® + 5b alaki szamokra mar csak az igaz, s ez bizonyithat6 is a fenti
modszerrel, hogy minden paratlan primosztojuk vagy annak kétszerese ugyanilyen alaki. (Igy pl. 1245-3% = 46 = 2.23,
de 23 nem all el a® + 5b* alakban.)

2. Ha bevezetjiik az a + bV/2 - 1, alakl ,, P-egészeket”, ahol a, b egész, és i a képzetes egység, akkor megmutathato,
hogy ezek kozott is értelmezhets az oszthatosag, elvégezhets a maradékos osztas gy, hogy a maradék abszolit értéke
kisebb legyen az oszt6énal, s igy e szamkorben is egyértelmi a szamok primtényezss felbontasa (természetesen a
P-egészek korében vett primszamokra).

Végiil belathatd, hogy minden szam, amely prim a P-egészek kozott, a konjugaltjaval szorozva valédi primet ad.

Feladatunk allitdsa — a P-egészek eme tulajdonsagainak felhasznalasaval — a kovetkezSképpen igazolhato: Bontsuk
primtényezdire az a + bv/2-i szamot:

a+bvV2i=m-.. T
ahol mindegyik m; P-prim. Ekkor
A+ V2 =T T . T,
és
a® +20% = (71 7). T (T ).

Itt minden 7;-7; szorzat primszam, valamelyik i-re p = m; - 7;, masrészt m; = x + \/iyz alaka (z, y egész), tehat
p=m; -7 = x° + 2y?, amit bizonyitani kellett.
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