Megoldas. Az allitast indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy van olyan, minden val6s z helyen értelmezett,
g és h periodikus fliiggvény, amelyekkel fennéll az

(1) o® = g(x) + h(@)

fiiggvényegyenlet. Legyen a g fliggvény egy periddushossza p > 0 és a h fiiggvény egy periddushossza ¢ > 0. Ekkor
minden z-re teljesiilnek a

(2) gz +p) =g(x) & h(z+q) = h(z)

egyenletek. Helyettesitsiik most rendre az © = 0, p, g és p + q értékeket az (1) egyenletbe. Ekkor a — periodikussag
felhasznalasaval — rendre a

0=g(0) + 1(0) = g(p) + h(q),
p*=g(p) +h(p), ¢ =gla)+hla),
(p+a)* = g(p+q) +h(p+aq) = g(a) + h(p)
egyenletekhez jutunk. Itt az elsG és utolsd egyenlet Osszegébdl a 2. és 3. egyenletet kivonva azt kapjuk, hogy

2pq = g(q) + h(p) + 9(p) + h(a) — g(p) — h(p) — g(a) — h(q) =0,
azaz valamelyik periédushossz — p vagy ¢ — nulla. Ez ellentmond feltevésiinknek, s igy bizonyitja a feladat allitasat.
Podoski Kdroly (Bp., Arpad Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. Ugyanigy bizonyithato az is, hogy k > 2 esetén az f(x) = zF fiiggvény soha nem &ll el6 két periodikus
fiiggvény Osszegeként: mindossze annyit kell felhasznélni, hogy pozitiv p és g esetén P +qk < (p+ q)k . Vegytiik azonban
észre, hogy k = 1 esetén p' +¢' = (p+¢)*, ez esetben tehat a fenti gondolatmenettel nem jutunk ellentmondashoz. Az
tehat a fenti bizonyitasbol nem deriil ki, hogy az f(x) = z fliggvény sem all el6 két periodikus fliggvény Osszegeként.

Megmutatjuk viszont, hogy a fenti bizonyitas alapgondolataval belathato, hogy az f(x) = zF fiiggvény nem all
el6 k darab (vagy annal kevesebb) periodikus fiiggvény sszegeként. ElGszor csak k = 3-ra mutatjuk be a bizonyitast,
utédna pedig megmondjuk, hogyan altalanosithat6. Tegyiik fel, hogy van harom periodikus fiiggvény, g1(x), g2(x) és
g3(x), amelyekre teljesiil az

2 = g1(x) + g2(x) + g3(x)
fiiggvényegyenlet. Legyen a g;(x) fiiggvény egy peridodushossza p;, és helyettesitsiik e fiiggvényegyenletben az x helyére
rendre a kovetkezs 8 = 2% értéket: p1 + pa + p3, p1 + P2, P1 + P3, P2 + P3, P1, P2, D3 és 0.
A periodikussagot is felhasznalva a kovetkezs egyenleteket kapjuk:

(p1 + p2 +p3)3 = g1(p1 +p2+p3) + g2(p1 +p2 +p3) + g3(p1 +p2+p3) =

= gi(p2 +p3) + g2(p1 + p3) + g3(p1 + p2),
(p1 + p2)® = g1(p1 + p2) + g2(p1 + p2) + g3(p1 + p2) =
= g1(p2) + ga(p1) + g3(p1 + p2),

(p1 +p3)® = g1(p3) + g2(p1 + p3) + g3(p1),

(P2 +p3)® = g1(p2 + p3) + g2(p3) + g3(p2),
p} = g1(p1) + 92(p1) + g3(p1) = 91(0) + g2(p1) + g3(p1),
P53 = g1(p2) + 92(0) + g3(p2),
p3 = g1(p3) + g2(p3) + g5(0),

0 = g1(0) + g2(0) + g3(0).

Adjuk Gssze az elss, az 6t6dik, a hatodik és hetedik egyenletet, s vonjuk ki beléle a tobbiek 6sszegét. Ekkor a jobb
oldalon, mint kénnyen ellendrizhetd, minden kiesik, tehat nulla all. A bal oldalon viszont (p; + pa + p3)® — (p1 + p2)® —
(p1 + p3)3 — (p2 + p3)3 + p? + pg + pg — 0 = 6p1p2ps. Megint azt az ellentmondéast kapjuk tehat, hogy valamelyik
periddushossz nulla.

A bizonyitas tetsz6leges k-ra csak annyiban kiilonbozik a fentitsl, hogy ok egyenletet kapunk: ha a g; fiiggvény
periodusa p;, akkor minden 0 < m < k-ra (7]2) darab egyenletet kell felirni: minden lehetséges médon kivalasztunk m
darabot a p1, p2, ..., pr szdmok kozil, mondjuk p;,, iy, --., Di,,-t, és felirjuk a

(Pir +Pis + -+ i)  =91(piy + -+ Pi) + o+ G (Piy -+ Pi )+
+iy+1(Piy +Piy + o i) o G (Piy D+ i)
+... 4 gkpi, +. . +pi,)



egyenletet, majd ezeket paratlan m-re negativ, paros m-re pozitiv elGjellel 6sszeadjuk.

Ekkor — a periodikussig miatt — a jobb oldalon megint minden kiesik, a bal oldalon pedig a 0 — p’f — p’zC - .= pz +
(pr+p2)" + (1 +p3)" 4+ (1) (P2 +03)" o (2 +2)" + o (Dot +p)" = (o1 + P2+ ps)" — -
(p1 +p24p) — ...+ (=1)%(p1 + po+ ... + pi)* Gsszeg szerepel. Errél némi szamolassal belathato, hogy a miveletek

elvégzése soran minden olyan tagja kiesik, amelyben nem szerepel minden p; tényez6ként. A bal oldal értéke tehat
(—1)kk!p1p2 .o pEe Itt (—1)kk! # 0, tehat megint ahhoz az ellentmondéshoz jutunk, hogy valamelyik peri6dushosszra
nulla adodik.

Mivel nem zartuk ki, hogy a g; fliggvények kozott az azonosan nulla fiiggvény is szerepeljen (hiszen az is periodikus
fiiggvény), igy belattuk, hogy azf(z) = z* fiiggvény nem 4ll els legfeljebb k darab periodikus fiiggvény Gsszegekent.



