
A feladat kit¶z®jének igen frappáns megoldását ismertetjük. Mindenekel®tt megmutatjuk, hogy ha α, β, γ egy nem

derékszög¶ háromszög szögei, akkor

tgα+ tg β + tg γ = tgα · tg β · tg γ.(1)

Ugyanis α+ β + γ = π, tehát α+ β = π − γ. Ezért tg (α+ β) = tg (π − γ), azaz

tgα+ tg β

1− tgα · tg β
= −tg γ.

és ebb®l már következik (1). A feladat kérdésére úgy válaszolunk, hogy megvizsgáljuk a

tgα+ tg β + tg γ − (ctgα+ ctg β + ctg γ)

különbség el®jelét. Egyszer¶ átalakításokkal:

tgα+ tg β + tg γ −

( 1

tgα
+

1

tg β
+

1

tg γ

)

=

= tgα+ tg β + tg γ −

tgα · tg β + tg β · tg γ + tg γ · tgα

tgαtgβtgγ
=

=
(tgα+ tg β + tg γ)2 − tgα · tg β − tg β · tg γ − tg γ · tgα

tgα · tg β · tg γ
=

=
tg2 α+ tg2 β + tg2 γ + tgα · tg β + tg β · tg γ + tg γ · tgα

tgα · tg β · tg γ
=

=
1

2

(tgα+ tg β)2 + (tg β + tg γ)2 + (tg γ + tgα)2

tgα · tg β · tg γ
,

ahol közben fölhasználtuk (1)-et.

A különbség utolsó alakjában a számláló mindig pozitív, a nevez® pedig tompaszög¶ háromszögben negatív, he-

gyesszög¶ben pozitív. Ezért a szögek tangenseinek összege tompaszög¶ háromszögekben kisebb, mint a kotangensek

összege.

Megjegyzés. Megoldásunkból kit¶nik, hogy

ctg, α+ ctg β + ctg γ < tgα+ tg β + tg γ(2)

minden hegyesszög¶ háromszögben. Megmutatjuk, hogy a (2) egyenl®tlenség nem éles, hanem igaz a következ® élesebb

egyenl®tlenség is:

3(ctgα+ ctg β + ctgγ) < tgα+ tg β + tg γ.(3)

Induljunk ki a nyilvánvaló

0≦ (tgα− tg β)2 + (tg β − tg γ)2 + (tg γ − tgα)2(4)

egyenl®tlenségb®l. Ebb®l

0≦ 2tg2 α+ 2tg2 β + 2tg2 γ − 2tg α · tg β − 2tg β · tg γ − 2tg γ · tg α,

tg α · tg β + tg β · tg γ + tg γ · tg α≦ tg2 α+ tg2 β + tg2 γ.

amib®l

3(tgα · tgβ + tgβ · tgγ + tgγ · tgα) ≦ (tgα+ tgβ + tgγ)2.

Mindkét oldalt a pozitív tgα · tgβ · tgγ-val osztva:
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 ≦
(tgα+ tg β + tg γ)2

tgα · tg β · tg γ

azaz (1) szerint:

3(ctgα+ ctg β + ctg γ)≦ tgα+ tg β + tg γ,

és ez éppen (3). Mivel átalakításaink megfordíthatóak, (3)-at igazoltuk. Könnyen belátható, hogy (3)-ban pontosan

akkor teljesül egyenl®ség, amikor (4)-ben, tehát a tgα = tg β = tg γ esetben, amikor is α = β = γ = π/3.
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