A feladat kitizGjének igen frappans megoldasat ismertetjiik. Mindenekel6tt megmutatjuk, hogy ha «, 3, v egy nem
derékszogl haromszog szogei, akkor

(1) tga+tgf+tgy=tga -tgf-tgy.
Ugyanis a + 3+ v =7, tehat a + 8 = 7 — . Ezért tg (o + ) = tg (7 — ), azaz

tga+tgB 4
1—tga-tgpB &7

és ebb6l mar kovetkezik (1). A feladat kérdésére ugy valaszolunk, hogy megvizsgaljuk a
tga+tgf+tgy — (ctga + ctg B+ ctgy)

kiilonbség elGjelét. Egyszerd atalakitasokkal:
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ahol kézben folhasznaltuk (1)-et.

A kiilonbség utols6 alakjaban a szamlalé mindig pozitiv, a nevezd pedig tompaszogi haromszégben negativ, he-
gyesszogiliben pozitiv. Ezért a szogek tangenseinek Osszege tompaszogi haromszogekben kisebb, mint a kotangensek
0sszege.

Megjegyzés. Megoldasunkbol kitiinik, hogy

(2) ctg,a+ctgB+ctgy < tga+tgf+tgy

minden hegyesszogl haromszogben. Megmutatjuk, hogy a (2) egyenl6tlenség nem éles, hanem igaz a kovetkezs élesebb
egyenl6tlenség is:

(3) 3(ctga+ ctg S+ ctgy) < tga+tg 8+ tgny.
Induljunk ki a nyilvanvalo

(4) 0= (tga—tg ) + (tg 8 — tg)* + (tg7 — tga)?
egyenl6tlenséghbdl. Ebbal

0<2tg” a + 2tg> B+ 2tg* v — 2tga-tg B — 2tg B-tgy — 2tgvy - tga,
tga-tgB+tgB-tgy+tgy-tgastg*a+tg® B +1tg* .

amibdl
3(tga-tgh + tgB - tgy + tgy - tga) < (tga + tgfB + tg7)>.

Mindkét oldalt a pozitiv tga - tgl - tgy-val osztva:
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3 [_+_+_] < (tgattgf+tg7)
tga  tgB  tgy tga-tgB-tgy

azaz (1) szerint:
3(ctga+ctg S+ ctgy) Stga+tg S+ tgy,

és ez éppen (3). Mivel atalakitasaink megfordithatoak, (3)-at igazoltuk. Kénnyen belathato, hogy (3)-ban pontosan
akkor teljesiil egyenl@ség, amikor (4)-ben, tehat a tga = tg S = tg vy esetben, amikor is a« = 8 = v = 7/3.



