a) Vegyiik fel a sikon a k6zos kezdSpontu a, b, ¢ vektorokat az 1. dbra szerint. Legyen |a| = 1 —cosa, |b| = 1 —cos 3
és |c| =1 — cos~y.
Felhasznaljuk, hogy

(1) cos® a + cos® + + cos® v = 1 — 2 cos arcos 3 cos Y.

(Ez az azonossag megtalalhato pl. a Geometriai feladatok gydjteménye II. kotet 434 /f feladataként.)
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1. dbra

Szamitsuk ki az a, b, ¢ vektorok Osszegének négyzetét:
(a+b+c)® =a?+b?+ ¢ + 2ab + 2ac + 2bc.

A jobb oldali 6sszeg utols6 harom tagjaban levs skalaris szorzatok kiszamitasahoz sziikséges szogek az 1. abrardl
leolvashatok, tudjuk tovabba, hogy ez a négyzetdsszeg nem negativ, ezért

(1 —cosa)® + (1 —cos B)” + (1 — cosy)* — 2(1 — cos a)(1 — cos 3) cosy—
—2(1 —cos B)(1 — cos~y) cosa — 2(1 — cosy)(1 — cos ) cos 8 > 0,

azaz

3 4 cos? a + cos? 3 + cos® 4 — 4(cos o + cos 3 + cosy)+
+4(cosacos 8 + cos acosy + cos S cosy) — 6 cosacos B cosy > 0.

(1)-et felhasznalva:

4 — 4(cosa + cos B + cosy) + 4(cos acos 8 + cos o cosy + cos 5 cosy)—
—8cosacos fcosy > 0,

amelybdl 4-gyel osztva és szorzatta alakitva:

(1 —cosa)(1l —cos B)(1 — cos+y) > cosacos 5 cosH.

2. dbra

Egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a + b 4+ ¢ = 0, azaz, ha az a, b, ¢ vektorok egy haromszog oldalvektorai,
tehat ha az 1.4bra vektorai a 2. 4bra szerinti helyzetbe tolhatok el. Alkalmazzuk a 2. dbra haromszogére a sinustételt:

sina:sinf =|al: |b] = (1 —cosa): (1 —cosp).
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Ebbél a sina = 2sin 5085 és az 1 — cosa = 2sin? 3 azonossagok szerint

e a . B B\ AN .o
(2 sm2 cos2>.(2 sm2 c052>—(2 sin 2).(2 sin 5 |

tg%:tgg, ésigy a=0.

amibdl

Hasonloan lathatjuk be, hogy 8 = ~, ezért (2)-ben egyenlGség csak akkor lesz, ha « = = v = 60°.
b) El6szor azt mutatjuk meg, hogy

(3) 6 - cosacos B cosy < cosacos 3+ cosacosy + cos 3 cosy.

Tegyiik fel elGszor, hogy «, 3, v egyike sem tompaszog. Ekkor a szamtani és mértani kézép kozotti egyenlGtlenség
szerint

cos a.cos B + cos e cosy + cos B cosy
3

4) {/cos? acos? fcos? y <

1
Ismeretes, hogy cos acos B cosy < 3 (Igazolasa megtalalhato pl. Reimnan I.: A geometria és hatarteriiletei c. konyvének
236. oldalan.) Ebbdl

(5) 2 - cosacos B cosy < v/cos? acos? B cos? .

(4) és (5) alapjan
6 - cosacos B cosy < cosacos 3+ cosacosy + cos 3 cosy,

és egyenlGség csak akkor all fenn, ha (4)-ben is és (5)-ben is egyenléség van, ami csak @« = 8 = v = 60° esetén
lehetséges.
Ha a haromszog tompaszogi, feltehets, hogy v > 90°. Ekkor cos«cos 8 cosv negativ. Ha ezzel a szorzattal (3)

mindkét oldalat elosztjuk, a kapott

1 1 1
~ cosa  cosf  cosy

(6)

egyenl6tlenség ekvivalens (3)-mal, ezért elegendd ezt bizonyitani. Tegyiik fel, hogy « a legkisebb sz6g. Ekkor oo < 60°,

tehat < 2. Mivel 8 < 180°—+, és cos z a [0, 7] intervallumon szigoruan monoton fogyo, ezért cos 8 > cos(180° —v),
cos v

amibdl
1 1 1

< — .
cos B cos(180° —«) cos "y
Ezutan (6) jobb oldala igy becsiilhetd:
1 1 1 1 1
2 — +
cosa  cosf3  cosvy cosy oSy

=2<6,

és azt is latjuk, hogy (6)-ban sohasem lehet egyenlSség.
Hatra van még a b)-ben levd jobb oldali egyenl6tlenség igazolasa. Ismeretes, hogy

3
(7) 1<cosa+cosﬁ+cos7§§,

és itt csak @« = B = ~ esetén lehet egyenl@ség. (Ennek bizonyitésa is megtalalhatd pl. Reiman I. fentebb emlitett

2
konyvének 229. oldalan.) Szorozzuk meg (7) masodik egyenl6tlenségének mindkét oldalat —(cos « + cos 8 + cosy)-val.

3
Ekkor 5
g(cosa + cos 8 + cos"y)2 < cosa + cos 3 + cos v,
ami igy is irhato:
2
(8) (cosa + cos B + cos)” — (cosa + cos f + cosy) < cosa + cos 3 + cos7y.

3

Alkalmazzuk a szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenséget a |cos |, | cos 8], | cosy| szamokra:

\/cos2a+cos26+cos27 S | cos a| + | cos B] + | cos | < cosa + cos 3 + cosy

0
3 = 3 = 3 =%



amibdl

(cos o + cos B 4 cosv)?
3 .

(9) cos? o + cos® B + cos? vy >

A (8) egyenlétlenség bal oldalanak mésodik tagjat a nala (9) szerint kisebbel helyettesitve:

2

(cosa+ cos B + c057)2 — cos® a — cos? 8 — cos? v < cos a + cos 3 + cos .

Ebbél
2-cosacosfB+2-cosacosy+2-cosfcosy < cosa+ cos S+ cosy.

Az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha (8)-ban és (9)-ben is egyenlGség van, tehat az o = 8 = v = 60° esetben.
Ezzel a feladat mindkét allitdsat bebizonyitottuk.
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