Jeloljiink ki az egységkor keriiletén egy K kezdGpontot. A kér minden X pontjat megfeleltethetjiik annak a nem-
negativ és 2m-nél kisebb z valés szamnak, amelyre XOK< = z (ahol O az egységkdr kozéppontja). Jeldljiik K'-vel
K atellenes pontjat a koroén. Nyilvanvald, hogy tetszéleges X keriileti pontra az X K és az XK' ivtavolsagok dsszege
éppen 7 (a rovidebb XK iv és a rovidebb XK' iv egyiitt éppen az egyik KK’ félkorivet adja és X-en kiviil nincs
kozos pontjuk. Ha tehat két atellenes pontot adunk meg a kor keriiletén, akkor a korkeriilet tetszéleges pontjanak e

™ ™
két ponttol vett ivtavolsag-atlaga 5 A feladatban szereplS « értéke igy csak a = 5 lehet. (Megjegyezziik, hogy ha n
péros, és az n pontot agy adjuk meg a keriileten, hogy egy szabélyos n-szog csicsai legyenek, akkor is igaz, hogy a

T
korkeriilet minden pontjanak az n ponttdl vett ivtavolsag-atlaga > hiszen az n pont tiikros a kor kézéppontjara.)
Most megmutatjuk, hogy ha Bj, Bs, ..., B, tetsz6leges pontok a korén, mindig talalhat6é ott olyan X pont,

T
amelynek a B; pontoktol vett ivtavolsag-atlaga pontosan 7 Jeloljiik f;(x)-szel annak az X pontnak B;-t6l vett

ivtavolsagat, amelyre XOK< = x. Ha z végigfut a 0° < z < 7 zart intervallumon, akkor a megfelel6 X pont végigfut
a ,pozitiv” félsikba es6 K K’ félkoriven. Ekozben f;(x) folytonosan véltozik. Ha ugyanis B; a ,pozitiv”’ félsikban van,
akkor f;(z) = |z—b;|, ahol b; = B;,OK <, (0° < b; < 7), ha pedig a ,negativ” félsikban van, akkor f;(z) = m—|r+x—0b;|;
fi tehat valoban folytonos fliggvény.

Egy X pontnak a By, Bs, ..., B, pontoktdl vett ivtavolsadg-atlaga nyilvan

8(0) = = (fi(a) + o) o+ ful0)),

ahol 0 < z < 7 és XOK< = z. Nyilvan g(z) is folytonos fliggvény. Végiil megmutatjuk,hogy g(0) + g(7) = 7. Ehhez
elegendd, ha minden i-re f;(0) + fi(7) = 7, azaz tetsz6leges B; pontnak a K és K’ ponttol vett ivtavolsdg-osszege m,
amit viszont mar belattunk.
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Ha most g(0) = > akkor g(m) = =

T
5 igy K-nak is, K’'-nek is 5 az ivtavolsag-atlaga B, Ba, ..., B,, pontoktol.
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Ha pl. g(0) < 5 akkor g(m) = 7w — g(0) > 5 és ekkor g folytonossidga miatt van olyan 0 < z < 7 szam, amelyre

™ ™
g(x) = > tehat a megfelel6 X pontnak a By, Bo, ..., B, pontoktol vett ivtavolsag-atlaga > (Megjegyezziik, hogy az

X pont ekkor a KK’ ,pozitiv’ félkdriv belsejében van, és a kort ;megforditva” a mésik félkdriv belsejében is talalunk
egy megfelel6 X’ pontot. Azt is megmutattuk tehat, hogy mindig legalabb két pont van a kor keriiletén, amelynek az

™
adott pontoktol vett ivtavolsag-atlaga —.)

Megjegyzés. Bizonyitasunkban a korrdl csak azt hasznaltuk fel, hogy 6nmagéat nem metsz6, zart, folytonos gorbe,
amelynek barmely két pontja kozotti ivnek van egyértelmd (véges) hosszuséga. (Az utobbi feltétel nem mellékes :
a hires ,hopehelygorbe” olyan 6nmagéit nem metszd, zart, korlatos — egy kor belsejében elféré — folytonos gorbe,
amelynek barmely két pontja kozotti mindkét iv végtelen hosszi.) Ha G ilyen, un. rektifikilhato, zart, onmagat nem
metszd folytonos gorbe, akkor pontosan egy olyan szam van, amelyre igaz, hogy akarhogyan adunk meg a gérbén véges
sok pontot, létezik G-n olyan X pont, amelynek a pontoktol vett ivtavolsag-atlaga . (Az X és Y keriileti pontok
ivtavolsagan a rovidebb XY iv hosszat értjik.) Ez az « érték a G gorbe g hosszanak a negyede. A bizonyitas most is
azon mulik, hogy az ivtavolsag folytonosan véltozik, és ha K, K’ a G gorbe ,atellenes” pontjai (vagyis K és K'-t a G

gorbén két g/2 hosszt iv kiti Gssze), akkor barmely pontnak e két ponttol vett ivtavolsag-atlaga ugyanaz: %
Harcos Gergely (Bp., Apaczai Cs. J. Gyak. Gimn., III. o. t.)



